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Introduccion

Claudia Garelik y Rubén Barbieri

Hacia el afio 2010 fuimos convocados para el dictado de las materias Mate-
matica Iy II de las licenciaturas en Geologia y en Paleontologia de la Uni-
versidad Nacional de Rio Negro (UNRN).! Es decir, tenfamos que aplicar los
conceptos matematicos al estudio de problemdticas especificas de las cien-
cias de la Tierra. Para cumplir con este propdsito consultamos libros de tex-
to como los propuestos por Waltham (1999), Gigena y otros (2003), Engler
y otros (2007). Sin embargo, no hallamos ninguno que se adecuara a las
necesidades especificas de nuestras carreras. De manera que debimos em-
prender el camino guiados un poco por aquellos y otros textos de consulta,
y otro poco por la experiencia que cada uno de nosotros aportaba desde su
propia formacién disciplinar, que se fue enriqueciendo con la praxis coti-
diana frente a los estudiantes. Con el tiempo, fuimos desarrollando notas,
ejercicios, graficos, aplicaciones conceptuales, modos de relacionar temas
que trabajibamos con nuestros alumnos.

Mas tarde, en el marco del proyecto de investigacién «Pasado y pre-
sente de la ensefianza de las geociencias: aportes para la renovacién de
las estrategias docentes», surgi6 la idea de trasladar al formato de un libro
el material educativo que desde hacia afios veniamos elaborando. Fue asi
como surgid este volumen, fruto del trabajo de seis afos ininterrumpidos
de dictado de esas materias y de involucramiento con la problematica de
su enseflanza.

La obra conforma un texto de matematica en el que los temas se suceden
y se desarrollan junto a numerosas aplicaciones que incluyen la explicacién
tedrica y la solucién matemadtica de problemas que modelizan situaciones
de las ciencias de la Tierra. Con un lenguaje sencillo y accesible para los es-
tudiantes, pero al mismo tiempo riguroso, se abordan varios aspectos de la
matematica—el tratamiento de conceptos algebraicos y de geometria anali-
tica, las funciones reales, los principales conceptos del calculo diferencial e
integral- acompafiados por ejemplos resueltos de problematicas de geolo-
gia y paleontologia que se integran directamente al texto o que aportan al
contenido de manera concomitante.

1 Nota de la coautora: Durante el proceso de edicién de este libro sufrimos el repenti-
no fallecimiento de Rubén Barbieri, compafiero de trabajo y coautor. En su memo-
ria, la introduccién mantiene la voz plural con la que esta obra fue concebida.
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El capitulo 1 comienza con los sistemas de ecuaciones lineales, y las
matrices como una herramienta para hallarla solucién de dichos sistemas.
Ademas, consta de un anexo en el que se explica como se puede realizar
la matriz de Leopold para analizar diferentes problematicas ambientales
y ecoldgicas, entre otras. El capitulo 2 se refiere al concepto de vector, sus
propiedades, operaciones y algunas aplicaciones en situaciones extra e
intramatematicas. El capitulo 3 desarrolla el concepto de lugar geométri-
coyladefinicién de aquellos cuyo estudio es mds pertinente a las ciencias
de la Tierra. Los capitulos 4 y 5 tratan el concepto de funcién, sus clasifi-
caciones y caracteristicas mds significativas para el analisis, con ejemplos
resueltos de aplicacién a las ciencias de la Tierra, sobre todo en aquellas
funciones mas utilizadas para modelizar dichos problemas. Los capitulos
6,7, 8y 9 desarrollan el cilculo diferencial e integral y sus aplicaciones
intra y extramatematicas. El capitulo 6, en particular, es puramente mate-
matico y desarrolla los conceptos de limite y continuidad, ya que se trata
de una clase de funciones muy importante en el estudio del clculo. Con
el concepto de limite estdn relacionadas las nociones fundamentales del
analisis matematico: derivadas e integrales, temas de los capitulos 7,8y 9.

Esperamos que este libro sea de gran ayuda no solo para los estu-
diantes que abordan por primera vez estos contenidos, sino también para
los docentes que los ensefian.

12 | BARBIERI Y GARELIK



Capitulo1
Sistemas de ecuaciones lineales

1.1. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas

Al producirse un terremoto se libera una cantidad muy elevada de energia
sismica que se propaga en todas direcciones a través de la tierra bajo la
forma de ondas elasticas. Se conocen varios tipos de ondas pero las princi-
pales son las ondas P y las ondas S.

Las primeras, llamadas primarias (P) o compresionales, hacen que las
particulas del terreno se desplacen en la direccién de propagacién produ-
ciendo compresién y distension del terreno. Son las mas veloces de todas
las ondas sismicas y las primeras en llegar a cualquier punto. Por lo tan-
to, son las que primero registran los sismoégrafos. Las segundas en llegar
a cualquier punto, denominadas secundarias (S), son ondas de corte o de
cizalla y producen que el terreno se desplace en forma perpendicular a la
direccién de propagacion.

Figura 1.1. Sismograma obtenido en cercanias del foco sismico (epicentro)

tiempo

Nota. Esta reproduccién de un sismograma muestra las ondas P que se registran antes que
las ondas S: el tiempo transcurrido entre ambos instantes es At. Este valory el de la amplitud
maxima (A) de las ondas S, le permitieron a Charles Francis Richter calcular la magnitud de
un terremoto.

Fuente: Francisco Javier Blanco Gonzalez
(https://commonswikimedia.org/wiki/File:Ondas sismicas s p.svg), Ondas sismicas s p.
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A partir de un sismograma (figura 1. 1), es posible conocer los tiempos
dellegada, T,y T,, de las ondas Py S respectivamente. De la diferencia (T,
-T,) es posible, haciendo uso de las tablas de Jeffreys-Bullen’, estimar las
velocidades de propagacién de las ondas (V,y V).

Si se acepta el modelo de un terreno homogéneo en el que las velocida-
des de las ondas sismicas son constantes, es posible plantear un sistema de
ecuaciones que permitira calcular la distancia d a la que se produjo el sismo
desde el observatorio y la hora T, en que se produjo:

T()_'_i:T
Voo
»

T+ L=
%

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales se obtiene: T, (momento
en que tuvo lugar el sismo) y d (a qué distancia del sismégrafo que registro el
sismo). El lugar donde se produjo el sismo, se denomina foco, y el sitio, ubicado
sobre la superficie de la tierra, perpendicular al foco, se denomina epicentro.

Figura 1. 2. Propagacién de las ondas sismicas

Epicentro

Ondas

e Hipocentro
sismicas

Falla

Nota. Propagacion concéntrica de las ondas sismicas a partir del lugar fisico en donde
se produce la ruptura de la corteza. La proyeccion vertical del hipocentro determina el
epicentro en la superficie terrestre.

1 Harold Jeffreys fue un geofisico, astrénomo y matemdtico inglés que estudié las on-
das sismicas y la estructura del interior de la Tierra. En colaboracién con K. Bullen
desarroll6 unas tablas en las que se representan los tiempos de llegada de las ondas
sismicas en funcién de la distancia epicentral y la recopilacién de las fases que lle-
gan a las diferentes distancias epicentrales.
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Como la energia sismica se propaga en todas direcciones, no es posible
establecer con certeza la posicidén geografica del foco sismico. La distancia
d se interpreta entonces, como el radio de una circunferencia en cuyo cen-
tro se halla el observatorio y cualquiera de los puntos situados sobre dicha
circunferencia podria ser el lugar dénde se produjo el sismo (figura 1. 2).

He aqui un ejemplo:

En una estacién de observacidn se obtuvo un sismograma donde pudo
leerse que a las 10hs 23 min 37 seg, llegaron las ondas P de un sismo mien-
tras que a las 10hs 24 min 22 seg, se registraron las ondas S. Las velocidades
de las ondas estimadas mediante las tablas de Jeffrey fueron: Vp =72km/
segy V.=4,15 km/seg.

Con la informacién disponible es posible calcular la distancia del epi-
centro y la hora en que el sismo tuvo lugar.

Utilizando los datos del problema y quitando las unidades de medida, el
sistema de ecuaciones queda expresado como:

d
T, +—— = 37.417
7,2

)

T + -1 = 37.462
4,15

l

Si se despeja T de ambas ecuaciones se obtendra:

T = 37417 — - yT,= 37462 — -2
7.2 5

) il

Como T, es el mismo para ambas ecuaciones, se pueden igualar las
expresiones:

37417 — 4 — 37460 - L
7.2 415

44y

415 7.2

a1y
4,15 7.2
d.0,1020 = 45 = d = 45 : 0,1020

d = 441,17km

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES l 15



Entonces:
1) = 37417 — 441,17 : 7,2 = 37355,72639seg = 10hs 22 min 35, Tseg

Para la resolucién del problema de la distancia entre el sismdgrafo y el
epicentro y de la hora en que se produjo el sismo, planteamos un sistema
de ecuaciones lineales.

Existen muchos tipos de ecuaciones:

3r=27 #*43r-2=0 zy=1 z=2 logz = 10

Una ecuacion lineal o de primer grado con » incégnitas z,,z,,...,z , es
una expresion de la forma:

ar, +a,x, +...+ax =0 (1)

donde las incdgnitas tienen exponente igual a uno y no estan multipli-
cadas entre sf; los coeficientes de la ecuacidn, es decir, a, ,a,,...,a, son nimeros
reales; y b, llamado término independiente, también es un nimero real.

Ejemplos:

1. 2x+5=7ecuacién lineal de una incégnita

2. 2x+y=-3ecuacion lineal de dos incdgnitas

3. 3x+2y-z=1ecuacién lineal de 3 incégnitas

Se llama solucién de la ecuacién de n incdgnitas a toda n-tpla (& ,k,,...,k )
de ntmeros reales que reemplazados ordenadamente en lugar de las incég-
nitas z,,z,,...,2 , convierten a la expresién (1) en una identidad. Se dice
que k ,k,,...,k satisfacen la ecuacién.

Ejemplos:

Considerando las ecuaciones dadas en los ejemplos anteriores,

1. x=1es solucién de la primera ecuacién pues2.1+5=7

2. (0,-3); (1,-5) son soluciones de la segunda ecuacién pues

20+(-3)=-3y2.1+(-5)=-3

En cambio el par (1, 2) no es solucién pues 2.1 +2 =-3

Sin embargo, los dos pares no son las tinicas soluciones para esta ecua-
cién. De hecho, seran solucién todos los pares de la forma (x, -3 — 2x) pues
se puede despejar la incognita y para que quede expresada en funcién de
la incégnita x.

Existen distintas maneras de expresar el mismo conjunto solucion:

S= {(a:,—3—2:v) Jz € R}

S={(:z:,y)/y:—3—2x , TE R}

16 | BARBIERIY GARELIK



S

S={(m,y)/x— —32—y ,yER}

3. (0,0,-1), (1,0,2) son soluciones de la ecuacidn 3x +2y—z=1. Pero esta
ecuacion tiene infinitas ternas que son solucién. Dichas ternas, se
pueden hallar de la siguiente manera:

« Sisedespejaz: z=3x+2y-1entonces
S = {(m7y,3$+2y—1)/x7y € R} 6

Sz{(z,y,z)/z:3x+2y71 X,yE]R}

« Sisedespejay:y= 1+2-3% entonces
S = {[z,#,z]/x,z € R}c’)
1 —
Sz[(m,y7z>/y:+z—?w x,zER}
2
« Sisedespejax:x= 1+ 2=2Y entonces

1+2—-2y

S:{(m,y,z)/x: 3

Y,z € R]
Se llama sistema de m ecuaciones con n incégnitas x, ,x,,..., T aunconjunto
finito de m ecuaciones lineales. Esto es:

ez +a.r +...+a x =b

1171 12772 In""n 1

22772 2n""n

(1) 4T, +a,T, +...+a, T =b2
am1x1+a

m,2$2 +...t amnxn = bm

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 17



donde los a, son ntmeros reales llamados coeficientes, y los b, son nu-
meros reales llamados términos independientes.
« Sib,=b=..=b =0entonces el sistema se denomina homogéneo

Ejemplos:
2r+2=1
1 224+y=3 sistema de 4 ecuacionesy 3 incégnitas,
2+z=7 no homogéneo pues b0
T+y=>5

{ 2z +3y+w=0

2) sistema de 2 ecuaciones y 4 incognitas,
T+y—z+3w=0 homogéneo pues b =b,=0
r—24+3y=0

31 24920 =0 sistema de 3 ecuacionesy 3 incognitas,

—143:=0 no homogéneo, pues b, y b, no son cero

yaque b=2yb=1.

Se llama solucién de un sistema de m ecuaciones con n incégnitas a toda n-tpla

(K, ke .,k ) de niimeros reales que satisfacen simultineamente todas las
ecuaciones.
Ejemplos:
(-4, 3, 0) es solucion del sistema, pues verifica
20 +3y+z2=1 . . P . .
1) las dos ecuaciones. (0,0, 1) verificasélo la primera
ytz=3 ecuacion. Por lo tanto no es solucién.
z4+34+2x=0
D 42—2=0 _— _% . _%es la Ginica soluci6n de este sistema.
—x+42=0

Puede ocurrir que un sistema de ecuaciones lineales no tenga solucién,
en ese caso el sistema es incompatible.

Si tiene solucién es compatible, pudiendo ser compatible determinado si la
solucién es tinica o compatible indeterminado si tiene infinitas soluciones.
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Ejemplos
Dados los siguientes sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones
con dos incognitas:

2r4+y=3 Se despeja y=3-2xen la primera ecuaciony se reemplazaen la
2) z—2y =4 segunda: x-2(3-2x) =4 para despejar x =2. Si x =2 entonces y =-1
Luego el sistema es compatible determinado y su Ginica solucion es (2,-1).
b 2e+y=3 De la primera ecuaciény =3-2xy de la segunday =10-2x.
) - 1 5 Igualando: 3-2x = 10-2x se obtiene -2x +2x=7 es decir, no existe x.
2 y= Luego el sistema no tiene solucidn, es decir, es incompatible
) —x+y—2=0 Delaprimerecuaciény=x+2ydelasegunda
C . .
20 —2y+4=0 entonces x +2 = x+ 2, es decir 0x =0 para todo niimero real x.

Luego el sistema es compatible indeterminado y tiene infinitas

soluciones § — {(%x + 2);33 € R}

En el caso de los ejemplos anteriores (dos ecuaciones con dos incégnitas),
es posible interpretarlos geométricamente de la siguiente manera:

Figura1.3. Interpretacion geométrica de dos ecuaciones con dos incégnitas

. h
V y V y Ty
3 3
2
2
-1 R x
Compatible determinado (CD) Incompatible (1) Compatible indeterminado (CI )

Fuente: elaboracion propia.

A continuacién se representan algunos casos de sistemas de tres ecuacio-
nes con dos incognitas resueltas graficamente.
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Figura1.4. Interpretacion geométrica de tres ecuaciones con dos incognitas

L

(1) (cn)

D) (CD)

En general, se trabaja con sistemas formados por mds de dos ecuacio-
nes con mis de dos incégnitas. Esto hace que la resolucién de los mismos
por igualacién o sustitucién resulte engorrosa. Para estos casos, hay méto-
dos més adecuados para resolver dichos sistemas, métodos que recurren al
concepto matematico de matrices.

1. 2. Matrices

En el dlgebra lineal, las matrices son arreglos numéricos bajo la forma de
tablas bidimensionales ordenadas segtn filas y columnas. Una de sus apli-
caciones es permitir la resolucién de sistemas de m ecuaciones lineales con
n incognitas.

Las matrices también son herramientas descriptivas muy atiles cuando
esnecesario ordenary registrar datos que dependen de diferentes variables.

Una matriz se puede definir como un arreglo rectangular de niimeros. Las
matrices suelen simbolizarse con letra maytscula y sus elementos con letra
mindscula.

Para comenzar el estudio de las matrices, desde su aspecto algebraico,
se analizard la tabla 1. 1, que muestra la produccién de distintos minerales
en la provincia de Rio Negro y en el pais entre los afios 2000 y 2005.
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Tabla1.1. Produccién minera en Rio Negroy la Argentina entre 2000y 2005

Mineral Produccién Produccién Exportacién
nacional (T) Rio Negro (T) nacional (T)
=3l Caolin 8.490
Sl Halita 199.856
=l Yeso
Bentonita 123.092 33.804
Diatomita 15.050
Caolin 8.490
§ Halita 84.100
P Yeso 189.795
3l Bentonita 135.450 38.917
Diatomita 19.340
Caolin 36.259 3.630
§ Halita 858.773 220.000
‘; Yeso 445.461 150.010
=3 Bentonita 120.006 46.301
Diatomita 23.447 23.064
Caolin 42.930 8.893
§ Halita 2.136.612 264.000
Pl Yeso 867.205 252.344
3l Bentonita 284.148 66.481
Diatomita 37.200 35.250
Caolin 1.774 1.726
§ Halita 203.312 7.088
‘; Yeso 338.458 33.828
-3 Bentonita 73.654 74.360
Diatomita 35.250 806
Caolin 1.270
§ Halita 524.942 8.515
PNl Yeso 454.962 90.278
3l Bentonita 95.581 79.500
Diatomita 33.345 873

Fuente: Camara Minera de Rio Negro (CAMIR).
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Los datos contenidos en esta tabla se organizaron segiin un arreglo de
filas y columnas tal como lo muestra la figura 1. 5. Esta disposicién de los
datos permitira su andlisis con mayor facilidad.

Figura1.5. Transcripcion como matriz de los datos de la tabla 1. 1. para el afo 2000

Produccion
Nac. (T)
Produccion
Rio Negro

Exportacion
Nac. (T)

2000

Caolin
Halita
Yeso
Bentonita
Diatomita

0 8490
0 199.856
0 0
.092 33.804
0 15.050

oo oCo

Simplificando la notacién, los datos correspondientes al afio 2001 que-
darian asi representados:

2001 —
135.450 38.917

0 8.490
0 84.100
0 189.795

o O O o O

0 19.340

Con el mismo criterio, las matrices correspondientes a los demds afios
quedaran expresadas asi:

36.259
858.773
445.461
120.006

(
i
(
K

2002 —

2004 —

0
0
0 338.458
0
0
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3630 0 \ / 42.930 893 o\
220.000 0 2.136.612  264.000 0
150.010 0 ); 2003 — \ 867.205 252.344 o)

46301 0 284.148 66481 0
23064 0 37200 35250 0
7.774 1.726\ /0 0 0\
203.312 7.088 0 524942 0
33.828 | 2005 —| 0 454962 0|
73.654  74.360 0 95581 0
35.250 806 0 33.345 o/



Cualquiera de las matrices escritas hasta aqui puede entonces ser defi-
nida en simbolos como sigue:

La matriz 4, estd formada por nueve elementos a saber:

a., a.,a.,a. a, \a,,a, ,a, . ,a.

119 129130 P91 g0 Uz gy 0 Uigg By

El primer subindice de cada elemento indicard la fila y el segundo la
columna en donde se ubica cada elemento de la matriz. Por ejemplo, el ele-
mento a,, se ubica en la segunda filay primera columna.

Es dec1r elelemento a, sehallaenlafilaiyenlacolumnaj.

Por lo expuesto, las matrices podran estar conformadas por variadas
combinaciones de filas y columnas. He aqui algunos ejemplos numéricos:

2 -3 !
AO_B41D12E290
A e e e _(_)
5 1
95

La cantidad de filas (m) y de columnas (n) definen el orden o tamafo de
una matriz. Asi una matriz de orden mxn serd un cuadro de niimeros con m
filas (lineas horizontales) y n columnas (lineas verticales). Algunas veces se
usalanotacién 4 =(a ) conl <i<m y 1< j<n .Enlosejemplos dados,

A serd una matriz de orden 3x2, B de orden 2x2, D es de orden 4x1y E de
orden 1x3. En la matriz A, se puede observar que: a, =T, a,,=1,a,,=-3.

Ejemplo:

all al? alS al-'l

SidA=|la a a.  a | podemossimbolizarla como la matriz
21 22 2: 24

A=(y )dondel<i<3y Igj<4.
Uy Gy Gy 34 @ y &

Observaciones:
1. M g (IR{ representa el conjunto de todas las matrices de orden mxn

de nameros reales.
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Por ejemplo B e M, , (Z) significa que B es una matriz de orden 2x2
de ntimeros enteros.

« Una matriz con m =1 se llama matriz fila. Ej. Matriz E.

« Una matriz con n =1 se llama matriz columna. Ej. Matriz D.

« Unamatriz A es nula si todos sus elementos son cero.

Ejemplo:

000 matriz nula de orden 2 x 3.
0 0 O

+ Una matriz A con n filas y n columnas se denomina matriz cuadrada
de orden n. En estas matrices los elementos tal que i =7, es decir

a .a. .a o sonlos elementos de la diagonal principal.
1177722777337 i

1.2.1. Actividad

Construir una matriz que cumpla con las siguientes condiciones:
a. A=(a,) deorden 2x3 tal que a =i —2j

Para hallarlos elementos de la matriz A, se remplazan los valoresdei (1 < i< 2)
ydej(1<j< 3),esdecir

a, =1"-21=-1 |, a =1"-22=-3 , a,=1"-23=-5

11

a, =2"-21=2 a,=2"-22=0

21 ? 22 ’ 23

Asise arma la matriz:

-1 -3 -5
A=
2 0 -2
1+5 Ssii=]
b. B=(b.) deorden 3x3tal que b = J . J.
i v -1 S11=171
-1 3 4
Rta. B=|3 -1 5
4 5 -1

Entre las matrices cuadradas, hay algunas que reciben nombres espe-
ciales por las caracteristicas que presentan. De estas matrices, las que se
utilizan con mayor frecuencia son:
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«  Matrizidentidad: formada por ceros excepto los elementos de la dia-
gonal principal que son 1. Ejemplo:
1 00
0
1

(matriz identidad de orden 3x3)

I=|0 1

0 0

« Matriz triangular superior: los elementos que se ubican por debajo de

la diagonal principal son ceros. Simbdlicamente, una matriz trian-
gular superior de orden 3x3 tiene la forma:

«  Matriz triangular inferior: los elementos que se ubican por encima de
la diagonal principal son ceros. Simbdlicamente, una matriz:

0 0
0

Se dice que dos matrices son iguales si tienen el mismo ordeny los elemen-
tos correspondientes son iguales. Simbdlicamente

A= (ajj>y B= (bi,j) de orden m xn

A= B siy sélo si a, = bl.]. para todo valor de 7 y de j

1. 2. 2. Operaciones con matrices

Retomando el ejemplo de la produccién minera, si fuera necesario conocer
cuantas toneladas de los minerales mencionados se extrajeron en el pais
y en Rio Negro entre el 2000 y el 2005, se deberian sumar los elementos
correspondientes a cada matriz respetando el lugar que ocupan dentro de
cada una de ellas para obtener asi la matriz suma.
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0 8490 0 0 8.490 0
0 199.856 0 0 84.100 0
0 0 o+ 0 189.795 0
123.092 33.804 0 135.450 38.917 0
0 15.050 0 0 19340 0
36.259 3630 0 42.930 893 0
858.773 220.000 0 2.136.612 264.000 0
+| 445.461 150.010 0 |+]| 867.205 252344 0
120.006 46301 0 284.148 66481 0
23.447 23.064 0 37.200 35250 0
0 7.774 1.726 0 0 0\
0 203312  7.088 0 524942 0
+|0 338458 33.828} + |0 454962 0/
0 73.654  74.360 0 95581 0
0 35.250 806 0 33345 0
79.189 37.277 1.726

2.995.385 767.956 7.088

=] 1.312.666 1.385.569 33.828
662.696 354.738  74.360

60.647 161.299 806

Si se preguntara ;cudl es el significado del elemento a,, de la matriz
suma?, la respuesta serfa que el elemento a,, representa la produccién de
yeso en la provincia de Rio Negro desde el afio 2000 al 2005 y fue de 1.385.569

toneladas.

1.2.2.1. Suma de matrices

Definicion

La suma de dos matrices Ay B de orden mxn es otra matriz
de orden mxn que se obtiene sumando los elementos
correspondientes de Ay de B.

Ambas matrices deben poseer el mismo orden. En simbolos:

SiA= (a,)yB= (bg) tienen orden mxn se dice que C=A+B con C = (c,)
del mismo orden mxntalque ¢, = a, + 0.

Ejemplo:
A—230 —456AB—686
N /R |1 3 7 +_528
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Propiedades de la suma:
Sean A, By C matrices de orden mxn. Entonces:
1. A+B)+C=A+(B+0)
2. A+B=B+A

00 ... 0
3. La matriz de orden mxn: 0= |: : : | es tal que 0+A=A+0=A,

00 - 0
para toda matriz A. (0 se le llama matriz nula).
4, DadalamatrizA=(, ),sepuedeobtenerlamatrizB=(_, ) talque
i %

A+B=B+A=0.
A esta matriz B se le llama matriz opuesta de A.

1.2.2.2. Producto de un escalar por una matriz

Definicion

El producto de un nimero real ky la matriz A es la matriz k.A
que se obtiene multiplicando por el nidmero k cada uno de los
elementos de A.

En simbolos: Si A= ( a,) tiene orden mxn y k un ntumero real entonces C=k.A,
conC=(c,), de orden mxn tal que ¢, = k a,.

-1 -3 =5

Ejemplo: 4 —
Jemp 2 0 -2

entonces 34 —

-3 -9 -15
6 0 -6

Propiedades del producto por un escalar:
Sean Ay B matrices de orden mxn y k, t nimeros reales. Entonces
1. k(A+B)=k.A+L.B

. (k) A=kA+tA

. k(tA)=(kt) A

1.A=A

W

1. 2. 2. 3. Diferencia de matrices
La diferencia de matrices A-B se define como la suma de la primera matriz y

la matriz opuesta de la segunda, es decir:
A-B=A+(-B)=A+(-1)B
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1.2.2. 4. Producto de matrices

Una forma intuitiva de acercamiento al significado del producto entre ma-
trices lo constituye el siguiente ejemplo en el que, haciendo uso de los da-
tos de las tablas 1. 2 y 1. 3, se pretende conocer la produccién total de cada
mineral durante el bienio mencionado y la recaudacién total considerando

las cantidades exportadas.

Tabla1.2. Producciéon minera de 2004 y 2005

Afo 2004 Caolin  Halita Yeso Bentonita Diatomita
Prod. Nac. (T) 7.774  203.312  338.312 73.654 35.250
Exp. Nac. (T) 1.726 7.088 33.828 71.360 806
Afio 2005 Caolin  Halita Yeso Bentonita Diatomita
Prod. Nac. (T) 524.942 454.962 95.581 33.345
Exp. Nac. (T) 8.515  90.278 79.500

Tabla 1. 3. Precio de exportacién de cada mineral por tonelada

MINERAL U$S por Tonelada

Caolin 116,97
Halita 105,83
Yeso 31,33
Bentonita 95,59
Diatomita 291,40

Como resulta légico, el primer paso necesariamente serd sumar las

producciones de cada mineral para cada afio, lo que permitird ordenar los

datos de acuerdo al siguiente esquema:

Tabla 1.4. Precio de la produccién nacional y de la exportacion

Afo0s2004-2005 Caolin Halita  Yeso Bentonita Diatomita
Prod. Nac. (T) 7.774 728.254  793.420 169.235 68.595
Exp. Nac. (T) 1.726 15.603  124.106 150.860 806
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Para obtener la recaudacidn total, haciendo uso de los valores de la tabla
1. 4, se deberdn multiplicar las cantidades exportadas de cada mineral por
su correspondiente precio y finalmente sumar todos esos productos. Asi:

(1726-116,97) + (15603-105,83) + (124106-31,33) +
(150860-95,59) +(806-291,4)=U'$520.396.972, 49

Obsérvese que la cantidad de columnas de una tabla es igual a la canti-
dad de filas de la otra.

Una aplicacién que ilustra el producto de matrices, podria ser la si-
guiente, dénde se discute la composicién quimica de ciertos minerales.

En las rocas metamorficas, dependiendo de las condiciones fisico-qui-
micas a las cuales fueron sometidas, se encuentran presentes asociaciones
de minerales caracterizados por estar constituidos por los mismos compo-
nentes quimicos pero en diferentes proporciones.

Por ejemplo, tres 6xidos como el diéxido de silicio (SiO)), el éxido de
magnesio (MgO) y el agua (H,0), al ser mezclados en diferentes propor-
ciones, al cristalizar, producen la siguiente serie de minerales: forsterita
(Fo), brucita (Brc), talco (Tlc), enstatita (En), antofilita (Ath), cuarzo (Qtz),
periclasa (Per) y antigorita (Atg).

En el caso del talco los tres 6xidos se combinan de la siguiente manera:

Tlc=4[Si0,] + 3[MgO] +1[H O]

De su férmula quimica se desprende que su molécula esta formada por
un total de ocho moles (la unidad con que se mide la cantidad de sustancia),
de las cuales cuatro corresponden al SiO,, tres al MgO y uno al H O.

Un producto de matrices permite fabricar una tabla de este sistema,
donde los minerales estin representados por su férmula quimica:

(120) (Fo )
011 Brc
431 Tlc
220 Si0, En
871 .| MgO =| Ath
100 H,0O Qtz
010 Per
232 Atg
001 Fluido

- p, S Y,
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En este producto, el primer factor es la matriz de composicion en términos
de moles, el segundo es la matriz de los 6xidos componentes, mientras que
la matriz del segundo miembro estd formada por los minerales obtenidos.

Al realizar las operaciones se obtendran las correspondientes férmulas
quimicas de la asociacién mineral propuesta. Asi:

Fo=1[Si0,] +2[MgO] + 0[H O]
Brc=0[Si0,] + 1[MgO] + 1[H,0]
En= 2[810 1+2[MgO] + O[HZO]
Ath = 8[Si0] + 7[MgO] + 1[H.O]
Qtz = 1[8102] +0[MgO] +0[H O]
Per =0[S10 2] +1[MgO] + O[H O]
Atg =2[8i0,] + 3[MgO] + 2[H O]
Fluido =0[SiO,] +0[MgO] + 1[ 01

Los ejemplos expuestos hasta aqui permiten elaborar la definicién siguiente.

Definicién
Sea A una matriz de orden mxpy B una matriz de orden px n.

El producto A.B es la matriz Cde orden mxncon C= (. ) donde
P N

Cij = § :a'ikbkj

k=1

Es decir, para obtener el elemento ¢, se multiplica cada elemento de la
filaide A por el correspondiente elemento de la columna j de B, y luego se
suman esos productos.

Como ya se menciond, para poder resolver el producto A.B, el nimero de
columnas de A debe ser igual al nimero de filas de B.

Ejemplos:

1. Se desea realizar el producto de una matriz A de orden 2x3 por una

matriz B de 3x2.

2
2 -1 0
A= ., B= 4
3 1 4
-1 0

Por la definicién dada arriba, para obtener el elemento ¢,; de la ma-
triz producto se suman el producto del primer elemento de la fila 1
de la matriz A por el primer elemento de la columna 1 de la matriz
B, el segundo elemento de la fila 1 de A por el segundo elemento de
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la columna 1 de By el tercer elemento de la fila 1 de A por el tercero
dela columna 1 de B.
¢, =20+ (-1)3+0.(-1)=-3

Este procedimiento se realiza con la fila 1 de la matriz A y la columna 2
de la matriz By se obtiene c,,,

¢,=22+(-1)4+0.0=0

la fila 2 de la matriz A con la columna 1 de la matriz Bda c,,
€,=3.0+13+4.(-1)=-1

ylafila2 conla columnaz, c,,

¢,=32+14+40=10

La matriz producto que se obtiene es A.B = C =

€y G| _ -3 0
Cy Cyy -1 10
Se observa que la matriz producto C es una matriz de orden 2x2, donde
el ntimero de filas de C coincide con el niimero de filas de Ay el ndmero
de columnas coincide con el nimero de columnas de B.

En este ejemplo, si se calcula el producto B.A, se obtiene una matriz de
3x3. En efecto:

0 2
2 -1 0

3 1 4
1 0

0.2+2.3 o.(—1)+2.1 0.0 +2.4 6 2 8

=| 32+43 3.(71)+4.1 30+44 |=|18 1 16

(—1).2+0.3 (—1)(—1)+0.1 (—1).0+0.4 21 0

Concluyendo asi, que los resultados son matrices de diferente orden.
Porlotanto A.B = B.A

. En el siguiente ejemplo, los resultados de A.B y B.A son matrices dis-
tintas pues, a pesar de ser del mismo orden, difieren en sus elementos.
A.B#BA.

S 4 3 =2 B 5 1 .

i =l 4l Y =|_g 3| entonces
27 -3 16 —6

AB = y =
—-19 13 -15 —-13
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Propiedades
Siempre que el producto pueda efectuarse, se verifica que:
1. A.(BC)=(A.B).C
2. A, (B+C) =AB+ AC (distributiva a derecha sobre la suma o
diferencia)
3. (B C).A=BA+ CA (distributiva a izquierda sobre la suma o
diferencia)
4. A I =Ael A =A(I,I matrizidentidad o matriz unidad de
orden n o m respectivamente)
5. (kA) .B=k (A.B) =A. (k.B) siendo k un niimero real.

Observaciones

1. En general AB # BA. Es decir el producto de matrices no es

conmutativo.
2. Elproducto puede ser nulo sin que ninguno de los factores lo sea.
. 0 3 2 5 0 0
Ejemplo: 4 — y B= B =
0 -1 0 0 0 0

Puede ocurrir que A+=0,B=0y A.B=0
3. Noesvalidala propiedad cancelativa para la multiplicacién. Es decir,
siA.B=A.Cno se puede asegurar que B=CsiA+0

Ejemplo:
0 1 1 1 2 5
0 2 3 4 3 4
3 4
AB=AC = y B=(C
6 8

4. Elproducto de una matriz cuadrada de orden n por si misma se nota A%

8 28]

Ejemplo: 4 — 2 - 9

A =AA=
15

1.2.3. Operaciones elementales de filas en una matriz
En la seccién anterior se definieron operaciones que se pueden realizar

entre dos 0 mis matrices. En esta seccidn, se definen operaciones que es
posible realizar entre las filas de una misma matriz.
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Se denominan operaciones elementales entre filas de una matriz a
aquellas operaciones que se realizan entre las filas de la misma matriz, sin
intervencién de otras matrices. Dichas operaciones son las siguientes:

1. Multiplicar una fila F, por un ntimero & = 0. Se simboliza k F,

: 1 2 0 1 2 0 ]
Ejemplo: 4 — =B

(*7)@

2 -1 3 -4 2 —6

2. Reemplazar una fila por la suma de ella con otra fila multiplicada
por un escalar.

. 1 2 o] [—3 4 -6
Ejemplo: 4 — - =B

2 -1 3)r+(29p-r|2 -1 3

3. Intercambiar filas entre si.
1 2 0 2 -1 3

— =B
2 —1 3|g-5|1 2 0

Si una matriz B se obtiene a partir de realizar operaciones elementales
sobre una matriz A, se dice que B es equivalente por filas a A.

Una matriz A resulta ser una matriz escalén reducida por filas si es una

matriz nula o cumple las siguientes condiciones:

1. SiAtiene filas nulasy estdn situadas debajo de las no nulas.

2. Las filas no nulas estan en escalera, es decir, cada fila presenta a la iz-
quierda de su elemento conductor mas ceros que la anterior, siendo el
elemento conductor de una fila el primer elemento no nulo de la misma.

3. En las columnas de los elementos conductores, los elementos que
estan por debajo del elemento conductor, son todos iguales a cero.

4. Los elementos conductores pueden ser o no iguales a la unidad.

Ejemplo: 4 —

Ejemplos:
5 3 o 1 1 1
0 -2 -1
A=[0 1 2 . B=
00 L 0 0 3
B 0 0 0

Por lo tanto, una matriz que no esta reducida por filas, es posible trans-
formarla en una de este tipo, equivalente a la dada, mediante operaciones
elementales entre las filas.
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Ejemplo:

12 0 2 120 2 1 2 0 2
A=1[2 4 -1 0 - 00-1 -4 -0 5 1 —1|=B
(2B, B—E Bl
05 1 -1 05 1 -1 0 0 —1 -4

1. 3. Matriz traspuesta

En algunos problemas de aplicacién, muchas veces se tienen los datos dis-
puestos en forma de matriz pero la matriz no tiene un orden conveniente
para resolver el problema y es necesario entonces cambiar ese orden, es
decir intercambiar las filas por las columnas. El resultado de tal operacién
se denomina matriz traspuesta de la matriz dada.

Definicién
Dada una matrizde orden mxn, A= (, ) sellamatranspuesta de
K ij
AysenotaA,alamatriz( )deordennxmtalque j =, para
. . 2 1 i
todoiy paratodoj. ! Y

Es decir, la transpuesta de A es la matriz que se obtiene intercambiando
filas con columnas.

Ejemplo:
1 -5
, 1 -39 7 . 1-3 0
Si A= entonces A =
-5 0 2 4 9 2
7 4

1. 4. Resolucién de sistemas de m ecuaciones lineales con n
incégnitas

Retomando ahora la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, al con-
siderar dicho sistema, se plantean dos problemas:
1. Determinar si el sistema tiene solucion y eventualmente, cuantas
soluciones posee.
2. Hallar la solucién: encontrar las n-tplas, si las tiene, que satisfagan
todas las ecuaciones del sistema.
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Para resolver estos problemas, es muy ttil trabajar con el sistema expre-
sado con matrices, ya que asi la resolucién es mas simple. Un sistema de
ecuaciones lineales puede representarse en forma matricial de dos maneras:

a. Poruna ecuacién matricial: AX = B donde

GIH alz e aln
A=|: : i : | eslamatriz delos coeficientes

ml a’m2 e amn

X
1
X — | : | eslamatriz de las incégnitas
X
n
bl
B =| : | eslamatriz de los términos independientes
b a,, a a,_ ||z b
3 1 12 " n 1 1 .
Asi, AX = B se escribe | : : : : || :|=]|:|, resolviendo el
ml amZ e amn .T” bm

producto del primer miembro de la igualdad, tenemos

a. T, +a.r, +..+a x b

11771 12772 IIL n 1
— | : | Estas dos matrices columna son

a r t+a T, +..ta T b

ml™1 mn- n m

iguales silo son los elementos correspondientes.
Entonces

a. T +.. —|—a:z::b

1171 1n""n 1

a ¢ +..+a x =D

ml™ 1 mn n m

b. Por una matriz ampliada: es la matriz de los coeficientes, ampliada
con los términos independientes.

all a 171 |b

A':fff:|:

aml am? o anm | m
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Ejemplo:

3z, +2z, =4
Si el sistema es 2z, + 1, =3 entonces la ecuacién matricial es
z +x, =6
b 32 4
xZ
21| '|=13
:1:2
11 . 6
¢ X 3
A B
32/4
yla matriz ampliadaes 4’ — |2 113
11(6

Para hallarla solucién del sistema del ejemplo planteado, hay varios mé-

todos, uno de ellos es el que se desarrolla a continuacién.

1.4.1. Método de eliminacién de Gauss o de triangulacion

El método de Gauss consiste en la aplicacién de operaciones elementales a las
ecuaciones de un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas,* para
obtener un sistema equivalente en el que la primera ecuacién tenga n incég-
nitas, la segunda n—1 incognitas y asi sucesivamente hasta que la n-ésima
ecuacién tenga una sola incégnita.

Definicion
Dossistemas S y S, de ecuaciones lineales se dicen equivalentes si
tienen exactamente las mismas soluciones.

Luego, partiendo de la dltima incégnita, z, se la sustituird en la ecua-

cién anterior lo que permitird conocer el valor de la incégnita = y asi

2

Friedrich Gauss (1777-1855) es considerado «el principe de las matematicas» y «el
matematico mds grande desde la antigiiedad». Ha tenido una influencia notable
en muchos campos de la matematica y de la ciencia. Este método, ya usado por los
chinos tres siglos antes de Cristo, tuvo una versién mas general cuyo autor fue Isaac
Newton, quien no lo quiso publicar; Euler no lo recomendaba, Legendre lo consi-
deraba un método ordinario y el mismo Gauss lo calificaba como «comiin». Hoy en
dia lo llamamos método de eliminacién de Gauss. ;Por qué se asocié el nombre de
Gauss a este método? Cosas de los primeros informaticos que lo usaron en los pri-
meros ordenadores digitales. Gauss lo utiliz6, ademas, en la resolucién de miltiples
problemas practicos, como por ejemplo la determinacién de la 6rbitas astronémi-
cas, lo aplicé al asteroide Ceres, 0 en geodesia y cartografia. Utiliz6 el método parala
resolucién de muchisimos problemas, sin indicar los detalles ya que para él no era
necesario por ser un método comin (es decir, ampliamente conocido segiin Gauss).
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sucesivamente hasta conocer el valor de z,, siempre que el sistema sea
compatible.

Al aplicar el método de eliminacién de Gauss lo Gnico que se modifican
son los coeficientes de las incognitas y los términos independientes del sis-
tema, por eso se trabaja con la matriz ampliada del sistema y se busca una
matriz reducida, aplicando las operaciones elementales a las filas de dicha
matriz ampliada.

Es decir, se considera la matriz ampliada del sistema y se aplican las
operaciones elementales para transformarla en una matriz escalonada (los ele-
mentos que estan por debajo de la diagonal son ceros).

Ejemplos:

3x+2y+z=1 3211y © 101l0y <« 101lo

1)5 x+z=0 =>A’=<101|0>F1HF2<321|1>F2HF3<() 12|1)=>
y+2z=1 0121 @ \012|1/ @ \3211

4 10110 e 10 1l 0
Fi(=3)+F; - F; (01 2 |1)Fz(_2)+F3 —’F3<<1 1 2| 1)

) 02-2|1 @ 0 0—6|-1

Al escalonar la matriz aumentada, se obtienen matrices equivalentes.
Para ello, se necesita fijar el primer elemento de la primera fila (a,,) y
transformar en ceros los demds elementos de su columna (a,, y a,).
En la primer equivalencia (1), se intercambiaron la primera y segunda fila
para facilitar los calculos posteriores; en (2), se intercambiaron la segunda
ytercerafilaparafijarel cero;en (3),sereemplazalafila3 porlasumadeella
maslafilalmultiplicada porelescalar-3 paraobtenerel ceroenelelemento
a, ;yen (4),sefijaelelemento a,, ysereemplazalafila3 porlasumadeella
mas la fila 2 multiplicada por el escalar -2 obteniendo asi el cero en la fila 3.
Una vez escalonada la matriz, se observan igual cantidad de incégnitas
que ecuaciones, entonces el sistema es compatible determinado (CD), es
decir, expresando la tltima fila por la ecuacién correspondiente, hallamos
el valor de z:

1
—bz=—-1=>2=-—
6

Tomando la segunda fila, se despeja y se reemplaza la z por el valor ha-
llado en el paso anterior:

1 2
+22=1=2y=1-2z=1-2.—=—
Y Y 6 3
Repitiendo esto dltimo con la fila 1, se encuentra el valor de x:
1
a:+z:O:>:1:=—z=—8
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Por lo tanto, la solucién es la terna S = [l 2 1] .

63 6
2x+y—z=1 21 —-1l1 10-2l-1
x+y+z=2 , 11 112 R 11 112
2 =>A" =
) 3x+2y=3 32 013 |[FieFR{32 0]3
x—2z=—-1 10 -2-1 21-1] 1
10-2l-1 10-2l-1
< 01 313 End 01 313
FD+FR->F\32 013 |FR(=3)+F->F|02 6|6
21-1] 1 21-1| 1
10-2l-1 10-2l-1
ind 01 313 id 01 313
F(=2)+F->F\02 6|6 |FR(-2)+F->F\|00 o0lo
01 3|3 013]3
10-2l-1
nd 01 313
FR(=D+F->F\ o0 olo
0000

Se obtiene un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas porque las
dos tltimas filas se anularon, es decir, expresamos como ecuacién la segun-
da fila y luego la primera como en el ejemplo anterior

y+3z=3=y=3-3z

T—2z2=—-1=z2=-1+22

Por lo tanto S = {(—1 + 22,3 — 3z, z) /S 2z € R} es la solucién ge-
neral pues el sistema es compatible indeterminado (CI). Si se toman
valores arbitrarios para z se obtienen algunas soluciones particula-

res: si z=0, la terna solucidén es (-1, 3, 0); si z = 1, la terna solucién es
(1,0,1).

2&X+y—z=1 21-1l1\ o /11112
Mx+y+z=2 =[111]2 F, o F, 21-1]1 | &

3x+2y=1 3201 3201

= ((1) 11 13: 23) = ((1) 11 13: 23)
F(-2)+F -5 E\071=81-3p 3+ F, s (0717313 )<
1( ) ) 32 01 1( ) 3 g 0—1-3|-5

((1) 11 13: 23>
F(-D)+F->F\> 2
(=1 3 3\0 0 0]—2
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De la tltima ecuacidn se obtiene que 0z = —2. Por lo tanto no existen
valores de z que la satisfagan. Luego, el sistema es Incompatible ().

Conclusién: después de aplicar Gauss, si la matriz reducida:

+ Tiene una fila del tipo|go*.. *|*| b=0, (donde * puede asumir
000...0[b

cualquier nimero real) el sistema es incompatible.

« Representa un sistema con igual cantidad de ecuaciones que de in-
cognitas, el sistema es compatible determinado.

+ Representa un sistema con menos cantidad de ecuaciones que de
incognitas, el sistema es compatible indeterminado.

Un sistema de m ecuaciones con n incognitas se dice que es homogéneo si
todos sus términos independientes son cero. Es decir,

a.x +...+a ¢ =0

1171 In""n

a4,z +...ta, v = 0

a x, +...4+a v =0

ml1™1 mn" n

Una solucién evidente de cualquier sistema homogéneo es
t, =z, =..=1z =0.Estasolucién se llama solucion trivial. Si se conoce
otra solucién no trivial del sistema, entonces se conocen infinitas solucio-
nes. Por lo tanto, no existen sistemas homogéneos incompatibles: o tienen
una solucién o tienen infinitas soluciones. En consecuencia, un sistema
homogéneo siempre es compatible.

Ejemplo:

2z, +3z, -z, =0 (23-1/0) <« (10 1]0 &
=
z, 4+, =0 10 1[0|F, < F,|23-1|0|F (-2)+ F, — F,
10 1]0) < (10 1]0
=4
03-3|0]F,(1/3)|01-1]0

Entonces, de la dltima fila tenemos que z, —z, = 0=z, =z, ydela
primerafila z, + 2, = 0=2 = —z, (CI)
Por lo tanto la solucién general es el conjunto S = {(—xg,:zzs,zg) T, € R} .
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1.5. Resolucion de sistemas de n ecuaciones con n incognitas

Para sistemas de ecuaciones lineales que presentan la misma cantidad de
ecuaciones que de incognitas, existe otro método de resolucién que, dadas
ciertas condiciones en la matriz cuadrada de coeficientes del sistema, per-
mite hallar su solucién en el caso que sea compatible determinado, pero si
no estan dadas esas condiciones, el método brinda informacién sobre el
tipo de solucién que tendra, es decir si se trata de un sistema compatible
indeterminado o incompatible.

Antes de desarrollar el método, necesitamos conocer un niimero que
esta relacionado a las matrices cuadradas, el determinante de una matriz.

1.5.1. Determinante de una matriz cuadrada

A cada matriz cuadrada se le puede asociar un ntumero real que se lla-
ma determinante de Ay se indica simbélicamente: | A | o det (A) (notar que
la matriz se indica con sus elementos entre paréntesis o entre corchetes,
mientras que su determinante se indica con sus elementos entre barras).
« Silamatriz A es de orden 2, su determinante se calcula de la siguien-

te manera

a. a a. a
11 12 11 12
A= entonces det (A) = |A| = =a.a,6 —a,.a

2 21712
Gy Gy 91 Qgo

« Silamatriz es de orden 3, su determinante se calcula de la siguiente
manera

31 32 a33

= alla22a33 + a21a32a13 + a12a23a31 - (a31a22a13 + a21a12a33 + a32a23a11)
Otra forma de calcular el determinante de A es agregando las dos pri-
meras columnas después de la tercera columna o las dos primeras filas des-
pués de la tercera fila, y calcular los productos de las diagonales. Es decir:

a1 Ag2
az1 Az
azy asz

a1 412 413
az1 Az Q23
azy Qazz 0asz

= (11022033 + A21A32Q13 + 12023031 — (31022013 + A31012a33

+ a32023011)
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= (11022033 + A21A32013 + (12023031 — (A31022013 + A21012a33

+ a32a;3a11)

Ejemplos
1.
3 7
) _5]3.(—5)—2.7—29
12 -1
2. 10 3 1 :1.3.4+2.1.2+1.0.(—1)—[(—1).3.2+1.1.1+2.o.4 =21
2 1 4

Sila matriz es de orden n > 3 existen diferentes métodos para calcu-
lar el determinante. En este libro solo se desarrollard uno de ellos,
que reduce el cilculo de un determinante de orden » al calculo de
determinantes de orden n-1.

El método consiste en el desarrollo de un determinante por los ele-
mentos de una linea (fila o columna). Para analizar este método se
necesitan algunas definiciones previas, como submatriz A _, que es
aquella matriz que se obtiene de suprimirla filaiyla columnajdela
matriz Ay cofactor del elemento a, que es el ndmero que se obtiene
haciendo el producto <_1)’“ Ai]_|. Simbdlicamente, el cofactor del

elemento a_ se escribe c. :(—l)m Al
Y 4 )
Ejemplo:
1 2 -1
Si A=10 3 1 |,elcofactordelelemento g, es
2 1 4

Y el cofactor del elemento a,, es

CZS

1 2

SRS AT
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Este método que resuelve determinantes de matrices cuadradas de or-
den mayor que tres se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema

El determinante de una matriz es igual a la suma de los elementos de
una linea (fila o columna) multiplicados por sus respectivos cofactores.
Es decir, dada la matriz, se elige una fila o columna (por lo general, se elige
aquella que contenga mayor cantidad de ceros o unos), y se desarrolla el
determinante de la siguiente manera:

1. Célculo por el desarrollo de la i-ésima fila o la fila i

a o,
A=|a, a,
|A| =a.c, +-+ac =a, (fl)i+1 |A”|+ o ta, (71)”71 Am|
Ejemplo:
1 2 -1
A=(0 3 1
2 1 4
Por el desarrollo de la segunda fila:
b2 —1 22|l —1 23|l 2
|Al::0.(—1f+1]7 | 473.(71f+22 | 471(71f+32 =2

2. Célculo por el desarrollo de la j-ésima columna o columna j
De manera similar se considera la columnaj.

Ejemplo:

Consideremos la matriz A del ejemplo anterior y el desarrollo por la
primera columna:

1|3 1

4| =1.(-1) -

+0.(71)2+12 -1 z —11

o +2.(-1)"

=21
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Propiedades de los determinantes

1. Eldeterminante de la matriz identidad es 1
detl)=1 o |I|=1

2. Eldeterminante de una matriz y el de su transpuesta es el mismo.
det(A)=det(A)) o |A|=|A"|

3. Eldeterminante de una matriz triangular es el producto de los ele-
mentos de la diagonal principal.
det(A) = a,,.a,,...a
4. Siuna matriz tiene una fila o columna de ceros entonces su deter-
minante es cero.
5. Siuna matriz tiene dos filas (columnas) iguales entonces su deter-
minante es cero.

1 -1 2
Ejemplo: C =[3 0 1| ,[C|=0pues F, = F,
1 -1 2

6. Si A’ esla matriz que se obtiene intercambiando dos filas (colum-
nas) de la matriz A entonces el determinante en la nueva matriz
cambia de signo.

det(A')=-det(d) o |A"| =-|A]|

1 0 -1 -11 -2
Ejemplo: [4=|2 1 3|=-8 ylA|=|2 1 3|=8
-1 1 -2 1 0 -1

o se puede escribir:

1 0 -1 -1 1 -2
2 1 3 —l2 1 3
— I,
~1 1 =2 * 1 0 -1

7. El determinante del producto de dos matrices es igual al producto
de los determinantes de cada una de ellas.
det(A. B)=det(A) .det(B) o |A.B|=|A|.|B]|

8. SiAesdeorden mxnykun escalar entonces
[kA| = & |4
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1.5. 2. Método de Cramer

Volviendo a la resolucién de un sistema de n ecuaciones lineales con n incog-
nitas, si se expresa dicho sistema de la forma de ecuacién matricial, AX=B
serd una matriz cuadrada, de manera que puede calcularse su determinante
y si este fuera distinto de cero, el método de Cramer asegura que el sistema tie-
ne una nica solucién.? En el caso que el determinante fuera igual a cero, este
método afirma que el sistema puede tener infinitas soluciones o ninguna
solucion, esto dependerd de los determinantes | A | que resultan de cam-
biar la columna de la incégnita buscada en la matriz de coeficientes A, por la
columna de la matriz B. Este método es muy ttil cuando se tienen sistemas
con gran nimero de ecuaciones como incognitas, y sélo se necesita saber
el valor de alguna de ellas para responder un problema. Si el determinan-
te de la matriz de los coeficientes es distinto de cero, este método permite
averiguar solo el valor de la incdégnita buscada sin necesidad de resolver el
sistema completo. Segiin el método, la solucion del sistema es:

_ det(A4) . _ det(A4,) L det(A )

1T () T det(A) O T et(A)

b b

donde A es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la
j-ésima columna de A por la columna de los términos independientes, es
decir la matriz B.

Ejemplo:

3r+2y+z2=1 321
T4+2=0 =A=|101 ,A‘:fﬁ
y+2z=1 012
121

A1:<J01¢z:@:i=73
112 A -6 6
311

,42:101:>y:@:;4:g
012 [ -6 3
32 1

A}:100:>z:@:_—1:l
011 [ -6 6

3 Gabriel Cramer (1704-1752) fue un matematico nacido en Ginebra, Suiza. Reintro-
dujo el determinante, algoritmo que Leibniz ya habia utilizado al final del siglo xv11
para resolver sistemas de ecuaciones lineales con varias incognitas. Edit6 las obras
de Jakob Bernoulli y parte de la correspondencia de Leibniz.
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) )

Entonces la solucién es la terna S = [—

w o
|

]. El sistema es (CD).

|

La utilidad del método de Cramer estd en que permite analizar la com-
patibilidad de un sistema de ecuaciones lineales con la misma cantidad de
ecuaciones que de incognitas:

Si [A| = 0 entonces es Compatible Determinado.

Si |A|=0yademis:

a. |Aj| = ( paratodoj, es compatible indeterminado.
b. |Aj| = (0 paraalginjesincompatible.

Si en particular, el sistema es homogéneo, con este método se facilita
mucho su resolucién pues:

Si |A| = 0 es compatible determinado donde la dnica solucién es

$=(0,0, ..., 0) que es la solucién trivial.

Si |A| =0 es compatible indeterminado pues un sistema homogéneo
nunca es incompatible, en ese caso para hallar sus infinitas soluciones se
deberd aplicar otro método, por ejemplo, el método de Gauss.

Ejemplo:

2c4+y—z=1 21-1

r4+y+z=2 A=|111 ¢|A|:O, luego, el sistema es CI 6 L.

3042y =1 32 0
11-1

A =21 1]=4]=-4
120
21-1

A ={12 1]|=]4|=6
310
211

A =[112)=4)=-2
321
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Como |4 |, |A,| v |4,| son distintos de cero, el sistema es incompatible.

Este tipo de sistemas, donde el ndmero de ecuaciones coincide con el
numero de incognitas, también es posible resolverlos aplicando el método
de la matriz inversa cuando la matriz de los coeficientes tiene determinante
distinto de cero.

Definicién

Una matriz A de orden n se dice inversible o que existe su matriz
inversa, si existe una matriz Btalque A B=B. A= I (I matriz
identidad de orden n).

B se llama matriz inversa de A.
Observaciones:
1 - La matriz inversa de la matriz A se escribe A™.
2 - La matriz inversa de una matriz A es Ginica.
3 - No toda matriz tiene inversa.

Teorema

Si A es una matriz de orden n, A es inversible si y solo si det(A) # 0.

Existe una regla prictica para calcular A™' que consiste en imponer a la
matriz identidad los mismos cambios a los que hay que someter a la matriz
A para obtener I.

Ejemplo:

Hallar la matriz inversa de la matriz

1 -1 0
A=|0 1 0
2 0 1

Para ello, ampliamos la matriz A colocando la matriz A y, a continua-
cién y separada por una linea vertical, la matriz identidad del orden
correspondiente

-1

= o O
o = O

0
0
1

N O =
o O =

1
0

Ahora vamos a transformar a la matriz A en la identidad aplicando las
operaciones elementales a sus filas y esas mismas operaciones se las aplica-

remos a las filas de la identidad simultdneamente. Cuando A se transforme
en la identidad, la identidad serd la matriz inversa de A.
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-1 0[1 00 1 -1 01
0(0 1 0(-2)F+F—F|0 1 0|0
0 10 0 1 0 2 1|-2

o = O
= o O

-1 01 00 1 101 0 0
0/ 0 1 of(-2)E+F—Flo 1 0[0 1 0
2 1|-2 0 1 00 1|-2 -2 1

-1 0/1 0 0 100/1 1 0
1 0[{0 1 OE+E—Fl010[0 1 0
0 1|-2 -2 1 00 1|-2 -2 1

Por lo tanto, en el lugar de A obtuvimos la matriz identidad I, y donde
estaba la matriz identidad obtuvimos A™".

1 1 0
Luego: A'=/0 1 0
-2 =21

Observacion: si A es inversible, det( A™') =

L , que también se es-
det (A)

cribe ‘Afl

En la representacién matricial de un sistema
AX=B

si |A| #0, existe la matriz inversa y se puede multiplicar a ambos lados
de laigualdad por A" aizquierda de Ay de B para despejar la matriz X.

A'AX=A"RB
IX=A"'B
X=A"'B

La matriz columna que es solucidn, se obtiene multiplicando la inversa
de la matriz A de los coeficientes por la matriz columna B de los términos
independientes.

Si se conoce la asociacién de minerales presentes en una roca metamor-
fica, utilizando matrices es posible resolver su petrogénesis, es decir, en qué
condiciones de temperatura y presion se formé (Bucher y otros, 1994; y Gi-
genay otros, 2003).
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No solamente se podra describir al sistema en funcién de los tres 6xidos
fundamentales, sino que es posible determinar la composicién de cada uno
de los minerales constituyentes, en funcién de la composicién quimica de
otros minerales considerados, pertenecientes a la misma serie, entendida
como un nimero de minerales que contienen dos o mas elementos en dife-
rentes proporciones. En otras palabras, se puede elegir un cierto niimero de
minerales de la serie y calcular en qué proporcién participan de la forma-
cién de otro mineral siempre perteneciente a la misma serie.

Por ejemplo, si se consideran los siguientes minerales:

Forsterita: 18i0,+2MgO+0H O
Brucita: 08iO,+1MgO+1H,0
Talco: 48i0,+3MgO+1H,0

y se organiza en forma de tabla la informacién obtenida en la anterior
operacién matricial:

Tabla 1. 5. Composicién de minerales

Forsterita Brucita Talco Enstatita Antofilita Cuarzo Periclasa Antigorita Fluido

Fo Brc  Tlc En Ath (0] 4 Per
Qtz (Si0,) 1 o) 4 2 8 1 o) 2 o)
Per (MgO) 2 1 3 2 7 o] 1 3 o
FL(H,0) o 1 1 o 1 o o 2 1

Fuente: Cigenay otros (2003)

serd posible obtener la composicién de la enstatita (2 SiO, +2MgO +0 H 0O)
en funcidn de los tres minerales elegidos. Para simplificar la escritura se puede
escribir:

SiOZ= v, ; MgO=v,;HO=uv,;
y ademas:
Fo= wl;BrC=w2;Tlc=w3;
De acuerdo a la tabla de arriba la enstatita, ahora, quedara como:

En=2v +2v, +0 v, m
y en términos de Fo, Brcy Tlc sera:
En = Biw, + 6w, +5,w, @

Donde 3,, 3,y 8, son los nmeros de moles a calcular e indican en qué
proporcién los tres minerales participan en la formacidn de la enstatita.

Siempre segun la tabla, es posible relacionar a los tres minerales escogi-
dos con sus respectivas composiciones quimicas:

w, = 1111 + 21}2 + 01)3 (Fo)
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w,= Ov, + 1v, + 1v, (Brc)
w, = 4v, + 3v, +1v, (Tlo)
Sise las reemplaza en (2):

Bn =B, (1v, +2v, +0u,) +8, (0v, +1v, +1v,) + 5, (4v, +30, +1v,)
Multiplicando y sacando factor comin, se obtiene:

En =(18, +08, +48,)v, +(28, +18, +38,)v, +(08, +18, +18,)v, @
De las tres ecuaciones (1), (2) y (3) se obtiene:

18, + 08, + 48, =2
26, +16, + 36, =2
08, +18, +18, =0

Este sistema, en forma matricial sera:

10 4|[s] [2
2 1 3||8,|=12
01 1f|8,] |0

Para hallar la matriz incégnita, si el determinante de la matriz de coefi-
cientes es distinto de cero, se podria utilizar el método de la matriz inversa,
es decir se debera calcular la matriz inversa de la matriz de los coeficientes
y se multiplicard a izquierda por la matriz de los términos independientes:

-1

—1
10 4| [1 o 4)[g] (1 o 4] [2] (5
2 1 3| |2 1 3||8,|=|2 1 3| |2]=|5
01 1] (0 1 1f|g| |0 1 1} |0 |8

Resolviendo la matriz inversa:

10 41 00 10 4]1 0 o
2 13010 & |01 -5-210
0 1 1/0 0 1|52HE~El0 1 1]0 0 1

10 4/1 0 0 10 41 0 0

& (01 -5/-2 1 0 & [0 1 =5/-2 1 0
& —~

ECPASEl0 00 612 1 Lfsffsl0 0 1)1 101

3 6 6
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1 0 4/ 1

N
F3(5)+F,—F,

= (0 1 0/]-1/3
0 0 1/1/3

0
1/6

1 0 o0l-1/3

0
5/6) - (0 1 0] -2
-1/6 1/6/ R(-9%R-R\0 0 1| 1/3

se obtiene: -1/3 2/3 -2/3
Al =] -2 1 0
1/3 —1/6 1/6

multiplicando ambas matrices se podran calcular los coeficientes en p:

Bl [-1/3 2/3 -2/3
B,l=| -2 1 0
B, 1/3 —-1/6 1/6

6,=%8,--2 B8,-Y

Como 3, B,y B, son los coeficientes en moles que indican en qué
proporcién los tres minerales participan en la formacién de la enstatita si
se retoma la ecuacién (2) y se sustituyen los coeficientes encontrados se
tendra que:

En=2/3Fo-2Brc+1/3Tlc

Finalmente multiplicando por 3 aambos lados de la ecuacién se obtiene:

3En=2Fo-6Brc+1Tlc

Ecuacién que indica las cantidades de moles de forsterita, brucita y tal-
co necesarias para formar 3 moles de enstatita.

Otro ejemplo podria ser el caso de una empresa que posee tres explota-
ciones mineras con menas* cuyas composiciones se reflejan en la tabla 1.6 y
se desea conocer cuantas toneladas de material de cada mina deben utilizar-
se para obtener 7 toneladas de niquel, 18 de cobre y 16 de hierro.

Tabla 1. 6. Porcentaje de minerales en cada mina

(%) Niquel (%) Cobre (%) Hierro
Mina A 1 2 3
Mina B 2 5 7
Mina C 1 3 1

4 Mena: Parte de una roca suficientemente enriquecida de minerales (6xidos, sulfu-
ros o silicatos) ttil para la explotacién minera.

50 | BARBIERI Y GARELIK



Sibien los datos de esta tabla se pueden expresar con la siguiente matriz:

L
w ot N
— N w

para hallar la solucién del problema serd mas conveniente trabajar con
la matriz traspuesta de esta matriz, porque de esta manera la primera fila
representara el porcentaje de niquel de cada mina, la segunda el porcentaje
de cobre y la tercera el de hierro. Ast:

1 2 1|4 7
2 5 3||B|=]|18
3 7 1}||C 16
1 21
Para despejar la matriz de las incégnitas, como|2 5 3|=-3=0 ,
3 7 1

se podria aplicar el método de la matriz inversa. Para ello serd necesario
hallar la matriz inversa del primer factor del primer miembro, y multiplicar
alaizquierda a ambos miembros de dicha igualdad:

Al (1673 —5/3 —1/3][7] (2
Bl=|-7/3 2/3 1/3|}18]=]1
cl |1/3 1/3 -—1/3|\16] |3

Por lo tanto se deberdn extraer 2 toneladas de la mina A, 1 tonelada de la
mina By 3 toneladas de la mina C.

1. 6. Una matriz cualitativa: la matriz de Leopold

Estas matrices con las que se ha trabajado hasta ahora, son matrices cuanti-
tativas, es decir los elementos que las forman corresponden a cantidades que
interesa sumar o multiplicar. Existen otro tipo de matrices que son de cardcter
cualitativo, como por ejemplo, la matriz de Leopold. La misma fue inicialmen-
te desarrollada por Luna Leopold (Leopold y otros, 1971) para el Servicio Geold-
gico de los Estados Unidos, para evaluar los impactos asociados con proyectos
mineros y posteriormente se ha utilizado como método para la evaluacion del
impacto ambiental (EIA) que cualquier actividad humana produce sobre el
ambiente. Su gran versatilidad permite lograr un diagnéstico ambiental inclu-
so a partir de noticias aparecidas en la prensa escrita durante un determinado
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tiempo (Verd, 2000). El método resulta de facil empleo y gran flexibilidad en
cuanto a establecer relaciones causa-efecto de acuerdo con las caracteristicas
particulares de cada proyecto. Esto, unido a sus bajos costos de aplicacién, hizo
que se fuera extendiendo a todos los campos del quehacer humano.

La matriz se construye ubicando en las columnas tnicamente aquellas
acciones que serdn llevadas a cabo para la realizacién de una obra y que son
pasibles de producir un impacto sobre el ambiente (ver anexo 1). En la otra
dimensién se deberin ubicar aquellos factores ambientales que podran ser
alcanzados y modificados por el proyecto. Un completo listado de las accio-
nes posibles y de los factores ambientales puede ser consultado en el anexo 1,
figuras 1.6y 1.7.

Posteriormente se procederd a demarcar con una linea diagonal a todas
aquellas celdas en las que se reconozca una relacién causa-efecto entre las ac-
ciones humanas y los factores ambientales. En este punto se deberd ponderar
la magnitud M de la alteracién potencial que el proyecto provocara sobre un
determinado factor ambiental y por el otro la importancia I en términos de
extension areal (muy localizado, local, regional, etcétera) y de la calidad del
medio. En el extremo superior izquierdo de cada celda seleccionada se coloca-
rala magnitud, un valor comprendido entre 1 (min.) a 10 (max.) anteponiendo
al mismo un signo (+), si se considera que el impacto sera beneficioso para el
ambiente, o (-), si se considera que las consecuencias serdn negativas.

Figura 1. 6. Esquema simplificado de |a construccion de una matriz de Leopold

ACTIVIDADES CAUSANTES IMPACTO AMBIENTAL —)

Tratamiento
quimico
Desagiies y
drenajes
Red Ferroviaria
EVALUACIONES

Superficiales 5 +7 +3 +5
2 10 4 16
)
5 -_—
P4 g Subterraneas +9 -3 +6
=3 ) 7 10 17
e e, i, Y S S
< Calidad +8 -4 +8 +12
= 6 5 4 15
w _——
w
§ Fertilidad t E E
o | 9 i 1
< s === ' '
= @ Erosién M H H
1 i :
I I
————————F=----- ' '
4 1 1 1 1
! 1 1 1 1
l ' H | I I
EVALUACIONES | *12 +3 +8 23
15 15 18 48

Nota: Los coeficientes son aleatorios y a fines puramente explicativos.
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En el extremo inferior derecho se colocard un valor ponderal compren-
dido entre 1 (min.) a 10 (mdx.) estimado en funcién del alcance superficial
o del grado de alteracién que podria sufrir el entorno.

Para terminar se le agregardn a la matriz dos filas y dos columnas en
donde se volcarin los cdmputos parciales y finales que surgirin de sumar
por separado los valores atribuidos a las magnitudes y a las importancias
de cada celda. Como control es posible agregar una tltima celda en el ex-
tremo inferior derecho del cuadro en donde se volcaran las sumas totales
de My de I, obtenidas en sentido horizontal y vertical, los cuales deberin
coincidir.

La matriz deberd ser acompafiada de un informe en donde se sefia-
lardn los aspectos positivos y negativos de una obra destacando cuales y
en qué medida, serdn las acciones que mds influenciaran a las variables
ambientales

El desarrollo de este método para la evaluacion del impacto ambiental
es sencillo porque la matriz a determinar se reduce a una de dimensiones
discretas y es econémico puesto que no requiere del uso de instrumental o
equipos de medicién. De lo expuesto se desprende que los resultados seran
de tipo cualitativo puesto que la matriz es el resultado de una serie de eva-
luaciones subjetivas que realiza el operador de acuerdo a su sensibilidad y
percepcién de la problemdtica ambiental.

Tal como ha sido desarrollado, el método arrojard valores muy perso-
nalizados que, sin embargo, permitirdn cubrir las necesidades especificas
de cada estudio de impacto y presentar los resultados de la evaluacién de
una forma ordenada. Estos dltimos pueden ser estudiados a partir de las
sumatorias parciales de los mismos permitiendo asi evaluar por separado
el peso que tienen ciertos aspectos de una obra sobre el ambiente o ciertos
factores del mismo.

Entre las desventajas del método de Leopold, al margen de la ya mencio-
nada subjetividad, se deberia mencionar que no permite relacionar entre si
los diferentes factores ambientales y que no discrimina las consecuencias
de las acciones en el tiempo (corto o largo plazo).

1.7. Actividad practica

Alos estudiantes, divididos en grupos reducidos, se les propondra la reali-
zacion del estudio de impacto ambiental de un emprendimiento ubicado a
pocos kilémetros de la ciudad, por ejemplo una cantera de arena.

Luego de haber discutido la metodologia de trabajo, se les proporcio-
naran las coordenadas geograficas del lugar de manera que puedan adqui-
rir las imagenes satelitales, calcular la superficie afectada, reconocer los
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caminos de acceso y poder a continuacién ubicarse en el terreno haciendo
uso de los conocimientos adquiridos en otras asignaturas sobre el uso de
instrumentos de posicionamiento satelital (GPS).

Finalizada la etapa de recoleccién de la informacién de base, los alum-
nos deberan recorrer la zona y documentar todos los aspectos considera-
dos importantes sin la presencia de los docentes para evitar influenciar sus
observaciones.

El trabajo concluira con la elaboracién de la matriz, un informe escri-
to y la presentacién del mismo en un plenario en donde todos los grupos
expondran sus trabajos donde se evaluard y discutird la importancia de la
subjetividad.

Esta experiencia constituye un ejemplo de una actividad de alto conte-
nido formativo practico en un entorno muy ortodoxo como lo es la ense-
flanza de la matematica.

Las actividades de campo realizadas al comienzo del ciclo lectivo fomen-
tan la socializacién y la solidaridad entre los integrantes del curso. Como
es de esperar los resultados numéricos de la matriz de Leopold serin muy
diversos pero en lineas generales deberfan arrojar conclusiones parecidas
a pesar de la ya mencionada subjetividad con la que se completa la matriz.

Las diferencias de enfoque entre algunos de los grupos seran muy ttiles
para instaurar un debate sobre los diferentes posicionamientos existentes
ante la problematica ambiental y, en algunos casos, surgiran problematicas
sociales tales como la fuente de trabajo, las culturas de los pueblos origina-
rios y el cumplimiento de las disposiciones vigentes sobre las explotaciones
mineras.
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Anexo1l

Tablas para construir la matriz de Leopold

La matriz de Leopold tiene en el eje horizontal las acciones que causan im-
pacto ambiental y en el eje vertical las condiciones ambientales existentes que
puedan verse afectadas por esas acciones. Este formato provee un examen
amplio de las interacciones entre acciones propuestas y factores ambientales.

El niimero de acciones que figuran en el eje horizontal es de 100 (figura
1.7). El nimero de los factores ambientales que figuran en el eje vertical es
de 88 (figura 1. 8). Esto resulta en un total de 8800 interacciones. En la prac-
tica, solo algunas de las interacciones involucran impactos de tal magnitud
e importancia para justificar un tratamiento detallado.

Figura1.7. Eje horizontal de la matriz de Leopold: acciones

Modificacién
del régimen

Introduccién de flora o fauna exdticas; Controles bioldgicos;
Modificacion de habitat; Alteracion de la cobertura vegetal
del suelo; Alteracion del flujo de agua subterranea; Alteracion
de patrones de drenaje; Control de rios y modificacion de
flujo; Canalizacidn; Modificacion del clima; Irrigacin; Ruidoy
vibraciones; Quema de bosques; Pavimentacion.

Transformacién
del terrenoy
construccion

Urbanizacién; Sitios y edificios industriales; Aeropuertos;
Carreteras y puentes; Caminos y senderos; Ferrocarriles;
Cablesy ascensores; Lineas de transmisién; gasoductos

y corredores; Barreras, incluyendo cercas; Dragado y
enderezamiento de canales; Revestimiento de canales;
Canales; Presas y embalses; Muelles, malecones, marinas, y
terminales maritimos ;Tdneles y estructuras subterraneas;
Estructuras de recreacion; Perforaciony voladura; Cortey
relleno; Estructuras de altamar.

Explotacién
de recursos

Perforaciony voladura; Excavacion de superficie; Excavacion
del subsuelo; Pesca comercial y caza; Dragado; Tala de
bosques; Perforacion de pozos.

Procesamiento

Agricultura; Ganaderiay pastoreo; Plantas de engorde

de ganado; Plantas de produccion de leche; Ceneracion

de energfa; Almacenamiento de productos; Industria
metaldrgica; Industria quimica; Industria textil; Automoviles y
aeronaves; Refinacion de petréleo; Alimentos; Madera; Pulpa
y papel; Procesamiento de minerales.

Modificacion
del terreno

(Acciones propuestas las cuales pueden causar impacto ambiental)

ACCIONES

Control de erosion y terrazas; Sellado de minas y control de
desechos; Drenaje de humedales y pantanos; Paisajismo;
Dragado de puertos; Rehabilitacién de minas a tajo abierto;
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ACCIONES

(Acciones propuestas las cuales pueden causar impacto ambiental)

Renovacidn

Reforestacion; Gestion de vida silvestre; Recarga de

de recursos agua subterranea; Reciclaje de residuos; Aplicacion de
fertilizantes.

Cambios Red ferroviaria; Automéviles; Camiones; Transporte

en el trafico de carga; Aviones; Rios y canales; Tuberias y conductos

forzados; Senderos; Cables y ascensores; Comunicacion;
Botes de placer.

Emplazamiento
y tratamiento
de residuos

Vertido en los océanos; Rellenos sanitarios; Colocacion de
residuos mineros; Almacenamiento debajo del terreno;
Eliminacién de basura; Lubricantes usados; Colocacion de
pozos de petrdleo; Agua de enfriamiento industrial; Aguas
servidas municipales, incluyendo irrigacion; Descarga

de efluentes municipales; Lagunas de estabilizaciony
oxidacion; Tanques sépticos, comerciales y domésticos;
Emisiones de chimeneas al aire libre; Inundacién de pozos
de petréleo.

Tratamiento

Control de insectos con pesticidas; Deshielo de carreteras;

quimico Estabilizacion de suelos; Control de malezas; Fertilizacion.
Accidentes Explosiones; Vertidos y filtraciones; Falla operacional.
Otros A ser determinado;

Figura 1. 8. Eje vertical de la matriz de Leopold: factores ambientales

FACTORES

(Caracteristicas y condiciones existentes en el medio ambiente)

Caracteristicas
fisicasy
quimicas

Tierra

Recursos minerales; Materiales de construccion;
Condiciones fisicas tnicas; Forma del terreno; Ondas
electromagnéticasy radiacién de fondo; Suelos.

Agua

Superficial; Océano; Subterranea; Calidad del
agua; Temperatura; Recarga; Nieve, hieloy hielo
perenne.

Atmésfera

Calidad del aire (gases, particulas);Clima (micro,
macro); Temperatura.

Procesos

Avenidas; Erosidn; Deposicidn (sedimentacién,
precipitacién);Solucién; Adsorcién (intercambio
i6nico);Movimientos de masas de aire;
Estabilidad de taludes (deslizamientos);
Esfuerzo-deformacion (terremotos);
Compactaciény asentamiento.

Condiciones
biolégicas

Flora

Arboles; Arbustos; Pastos; Productos agricolas;
Corredores; Plantas acuaticas; Especies en
peligro; Barreras; Microflora.

Fauna

Pajaros ;Animales terrestres, incluyendo reptiles;
Peces y moluscos; Organismos bénticos; Insectos;
Microfauna; Especies en peligro; Barreras;
Corredores.
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FACTORES

(Caracteristicas y condiciones existentes en el medio ambiente)

Factores Usodela Vida silvestre y espacios abiertos; Mineriay extraccién
culturales tierra de materiales; Bosques; Pastoreo; Agricultura;
Residencial; Comercial; Industrial; Humedales.
Recreacion |Caza; Pesca; Navegacion por placer; Natacion; Camping
y caminatas; Salidas al campo; Centros de vacaciones
y placer.
Interés Vistas escénicas; Calidad de vida silvestre; Calidad de
estético espacio abierto; Disefio del paisaje; Condiciones fisicas
y humano Gnicas; Parques y reservas forestales; Monumentos;
Especies o ecosistemas raros y (inicos; Sitios y objetos
histéricos o arqueoldgicos; Presencia de elementos
raros.
Aspectos Patrones culturales (estilo de vida);Densidad de
culturales |poblacion; Empleo; Salud y seguridad.
Facilidades |Estructuras; Red de transporte; Redes de servicios;
yactividades Corredores; Barreras; Manejo de residuos.
humanas
Relaciones Salinizacidn de recursos hidricos; Eutroficacion;
ecoldgicas Insectos vectores de enfermedades; Cadenas tréficas;
Otros; Aumento del drea arbustiva; Salinizacién del
terreno.
Otros A ser determinado.
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Capitulo 2
Vectores

2.1. Introduccién

El estudio de vectores es importante para la fisica ya que estos son herra-
mienta valiosa para dicha ciencia. En ella se distingue entre magnitudes
escalares y magnitudes vectoriales.

Se denominan magnitudes escalares aquellas en las que solo influye su
tamano y magnitudes vectoriales aquellas en las que, de alguna manera, influ-
yen la direccién y el sentido en que se aplican.

Ejemplos de magnitudes escalares: la masa de un cuerpo, la temperatura,
el volumen, etcétera. Cuando se plantea un movimiento, no basta con decir
cuanto se ha desplazado el mévil, sino que es preciso decir también en qué
direccién y sentido ha tenido lugar el movimiento. No son los mismos los
efectos de un movimiento de 100 km a partir de un punto, si se hace hacia
el norte o si se hace en direccién sudoeste, ya que se llegaria a distinto lugar.

El uso sencillo de los vectores asi como los calculos utilizando vectores
quedan ilustrados en la figura 2. 1 que muestra el movimiento de una barca
para atravesar una corriente de agua.

Figura2.1

i 4
i

El vector a, indica el movimiento de la barca durante un determinado
periodo de tiempo si estuviera navegando en aguas tranquilas; el vector b ,
representa el empuje de la corriente durante el mismo periodo de tiempo. El

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES | 59



recorrido real de la barca, bajo la influencia de su propia propulsion y de la
corriente, se representa con el vector C .

Utilizando vectores, se puede resolver graficamente cualquier proble-
ma relacionado con el movimiento de un objeto bajo la influencia de varias
fuerzas. Este método de resolucién de problemas, conocido como adicidn
vectorial, se lleva a cabo segtin se explica a continuacién.

Un vector que representa una fuerza se dibuja empezando por el origen
O en la direccién y con el sentido apropiados. La longitud del vector es pro-
porcional a su valor real segin una escala determinada, que puede ser un
cierto nimero de centimetros por cada kilémetro. En el dibujo anterior, la
velocidad al remar es de 2,2 km/h, el tiempo transcurrido es 1 horayla esca-
la es 1 cm por cada km. Por tanto, el vector @ mide 2,2 cm y representa 2,2
km. La velocidad de la corriente del rio es de 6 km/h, y se representa con el
vector b que mide 6 cm, lo que indica que la corriente recorre una distan-
cia de 6 km en una hora. Este segundo vector se dibuja con su origen en el
extremo del vector @ y en direccién paralela al movimiento de la corriente.
El extremo del segundo vector, es la posicion real de la barca después de
una hora de viaje, y la distancia recorrida es la longitud del vector ¢ (en este
caso, unos 6,4 km).

Los problemas de suma y resta de vectores, como el anterior, se pueden
resolver ficilmente utilizando métodos graficos, aunque también se pue-
den calcular utilizando la trigonometria. Este tipo de clculos es de gran
utilidad para resolver problemas de navegacién y de movimiento en gene-
ral; también se utilizan en la mecanica, en otras ramas de la fisica y de las
ciencias en general.

Definicién

Un vector es la expresion que proporciona la medida de cualquier
magnitud vectorial. Podemos considerarlo como un segmento
orientado.

En este segmento orientado se debe distinguir:

« Un origen o punto de aplicacién, A,y un extremo, B.

« Una direccién: la de la recta que lo contiene, que puede ser vertical,
horizontal o inclinada u oblicua.

+ Unsentido: indicado por la punta de flecha en B.

+ Un modulo, indicativo de la longitud del segmento AB.

Figura2.2
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Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo médulo, sentido y la
misma direccion. Se llama versor a todo vector de médulo uno.

Un vector libre queda caracterizado por su médulo, direccién y sentido.
Elvector libre es independiente del lugar en el que se encuentra.

Los vectores equipolentes son vectores libres que tienen igual médulo, misma
direccién y sentido. Sus rectas soportes son paralelas o coincidentes. Por lo
tanto, estos vectores tendran las mismas componentes cartesianas. Dos vec-
tores fijos son equipolentes si tienen el mismo médulo, direccién y sentido.

El médulo de un vector fijo es la distancia de sus extremos. Conociendo
las componentes cartesianas del vector, podemos calcular su médulo apli-
cando el teorema de Pitagoras —el cuadrado de la hipotenusa de un tridn-
gulo rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de los catetos—, de la
siguiente manera:

Figura2.3
VA
) 1T R 2= V21 =
v ' \5
2| > El vector v mide v/5.
X

La direccién estd dada por la recta sobre la cual esta situado el vector, la
cual tiene cierta pendiente. El sentido lo indica la flecha del extremo y es el
sentido de la recta que contiene al vector.

Seglin esta primera idea se pueden encontrar numerosos vectores fijos
con estos tres elementos idénticos. Asi por ejemplo en la siguiente figura se
tienen seis vectores
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Figura2.4

b,

) /
b b,

/ b, /'
a: ’ ay

/b3
pd

v

as

modulo, la misma direccién y el mismo sentido.

2.2.Sistema de referencia

Para trabajar en forma analitica con vectores, necesitamos un sistema de
coordenadas donde ubicarlos.

1. Sistema de coordenadas unidimensional o lineal (espacio R' ).
A cada punto del eje lineal le corresponde un nimero real y vicever-
sa. El nombre de ese punto se llama abscisa del punto.

Figura2.5

| | | | |
| | | 1 |
-2 -1 0 1 2 3

2. Sistema de coordenadas bidimensional o plano (espacio R? ).
Dos ejes que se cortan en forma perpendicular forman un sistema
ortogonal o rectangular de coordenadas. Un punto del plano queda
determinado por un par ordenado de ntimeros reales: x, es la abs-
cisae ¥, la ordenada. Al par ordenado ( b yl) se lo llama coorde-
nadas del punto.

62 | BARBIERI Y GARELIK



Figura2.6

P(xq,
Y — . Pleny)

X1

. L. . . . 3
3. Sistema de coordenadas tridimensional o espacio (espacio R”).

Figura2.7

Un punto del espacio esta determinado por una terna ordenada (x, y, z)
de nimeros reales.

Los vectores fundamentales son vectores de mddulo 1, con origen en el

origen de coordenadas, incluidos en los ejes y cuyo sentido sefiala el senti-
do positivo sobre los ejes.
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Figura2.8

Ry

X

=10 ,j=0n i=(1,00); /= (01,0 ; k = (0,01

2.3. Componentes de un vector determinado por dos puntos:
graficay analiticamente

Se llama componentes de un vector, situado en un sistema de coordenadas,
al punto que tiene como abscisas la diferencia de las abscisas y como orde-
nada la diferencia de las ordenadas de los puntos que conforman el extre-
moy el origen, en ese orden. Veamos un ejemplo en el plano R?.

Analiticamente:
Dados los puntos a = (3,4), b=(-2,3), ¢ = (-4,-3) y d = (1,0). Determinar las
componentes de cada uno de los siguientes vectores: a) ab b) bc ¢) cd.

a. ab a=(3,4), b= (-2,3) Para hallar las componentes del vector deter-
minado por estos dos puntos, se restan la abscisa y la ordenada del
punto extremo (en este caso b) con la abscisa y ordenada del punto
origen (en este caso a). Es decir:

Abscisa del vector -2-3 =-5 Ordenada del vector 3-4=-1

Entonces ab = (-5-1) vector fila 6 ab = J vector columna.

Es decir, si P, = (xl,yl) y P, = (xz,yz) son dos puntos del plano,
el vector

sz.:(xz — X, ), _yl)

En el espacio, el razonamiento es analogo.
Graficamente:
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Figura2.9

v

2.4. Descomposicion de vectores segiin su componente
horizontal y vertical

El siguiente modelo ilustra la relacién estructural de los bloques 1, 2 y 3
luego de haber sufrido un proceso de fallamiento por esfuerzos de com-
presion. En él se observan los deslizamientos (rechazos) relativos de los
mismos como asi también las inclinaciones (buzamientos) de los planos
defallaF yF,.

Figura 2.10. Corte transversal al rumbo de un sistema de fallas inversas

F,

Bloque 3 F,

Bloque 2
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A partir de los datos de campo relevados por los gedlogos y que se repor-
tan en la figura, utilizando las propiedades trigonométricas de la descom-
posicién de vectores segin su componente horizontal y vertical, es posible
reconstruir un nuevo modelo que contemple los mismos desplazamientos
relativos pero ajustados a un solo plano de falla.

La figura 2. 11. ilustra el desplazamiento sufrido por un estrato a causa
de un plano de falla F, situacién aniloga a la de la figura anterior.

Figura2.11

W
-
-~
ey

~
e s

=3

T

S

o
Sy
-

[z}
—
=]

Elsegmento ac alolargo del plano de falla puede ser considerado como
un vector y por lo tanto los segmentos cb y ab seran respectivamente sus
componentes horizontal y vertical y representan las componentes de los
desplazamientos, horizontales y verticales, sufridas por el estrato fallado a
ambos lados del plano de falla. Para mayor facilidad en adelante:

a_b=h cd=x ac = F

Los puntos a, by ¢ son los vértices de un tridngulo rectingulo y por ende
es posible escribir que los desplazamientos estaran dados por:

h=Fsend y x=FcosO

siendo 6 el dngulo de inclinacién del plano de falla. Como el modelo
de la figura 2. 10 presenta dos planos de falla, repitiendo el mismo proce-
dimiento pero aplicado a otra de las fallas, serd posible calcular anilogos
valores de hy x:
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h = F, sen0, = 6msen55°=4,91mx, = F| cos 0, = 6m cos 55° =3,44m

que representan los desplazamientos relativos del bloque 3 con respecto
al bloque 2;

h,=F, sen0,=17m sen40°=10,93mx, =F, cos0,=17m cos40°=13,02m

que representan los desplazamientos relativos del bloque 2 con respecto
al bloque 1.

La descomposicién en las componentes horizontales y verticales del
desplazamiento sufrido por los 3 bloques a lo largo de dos planos de falla,
permite reconstruir ahora el modelo estructural, mencionado anterior-
mente, a partir de un solo plano de falla F,, parecido al de la figura 2. 11.,
que comunica directamente los bloques 3 y 1y que tendria consecuencias
geomeétricas equivalentes en cuanto al acortamiento total sufrido por el te-
rreno bajo los esfuerzos de compresién. En efecto, sumando los pares de
desplazamientos

hy =h+h,=4,91m+10,93m =15,84m
X, =x+x,=3,44m+13,02m =16,46 m

es posible calcular el dngulo de inclinacién de la falla F :

tang, =M _1584m _ 4 o673
x, 16,46m
por lo que:
0, = 44°

Por ltimo, habiendo establecido el valor de 0, serd posible calcular el
valor total del desplazamiento del bloque 3 con respecto al bloque 1.

Asi:
g o h_ _1584m

=22,8m
senO, sen44°

2.4.1. Descomposicion candnica de un vector

Utilizando los versores canénicos, podemos descomponer un vector de
2 3 o
R“ode R” dela siguiente manera:
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Figura2.12. Vectores en el espacio

7 A
Zy feel
P(xq,¥1) \“Ip(xp)ﬁ‘zﬂ
/
/o
. e
o 4 P - >
] [ y
X . _://
U=x.0+y,f

¥ es el vector posicion del punto P, U =xil+y,)+ 21k

cuyas coordenadas son (X1, 1 ). ¥ es el vector posicion del punto P, cuyas

coordenadas son (X, V1,2;)-

2.4.2. Angulos directores y cosenos directores de un vector

Se llaman dngulos directores de un vector a los angulos convexos determina-
dos por dicho vector y los versores fundamentales (7 # 0 ).

Figura 2.13. Angulos que forma un vector con los versores correspondientes

v

BEQ ﬁy ﬁ;

a a

Observacion: Si se conocen los dngulos directores, se conoce el sentido
yladireccién de 7 pero no el sentido.

Se llaman cosenos directores de un vector no nulo a los cosenos de los an-
gulos directores.
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Figura 2.14. Vector en el primer cuadrante

yh
Yif------ =
| Xq Y1
cosa = —-cosf} ==
D 7] 7]

2

<V

2.4.3. Proyeccion de un vector sobre otro
Llamamos vector proyeccién de i enladirecciénde v,y seindica proy.u ,al
vector que tiene la misma direccién que V y se obtiene proyectando perpen-

dicularmente el origen y extremo de # sobre la direccién de v .

Figura 2.15. Proyeccion de un vector sobre otro vector

- 1
U :
1
e
1 ”~ ]
! //\ : -
L’/_H > LA
ang(u,v)« Proyszu

Se llama proyeccién de u sobre v,y se simboliza proy.u , al namero
real que se obtiene de la operacién | u |cos(#,V ).
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2.4.4. Angulo entre vectores

En el plano R2:
Figura2.16
v A El angulo entre los vectores L y ¥ es 6,
pero 6 = @, — a,,. Utilizando la identidad
trigonométrica
y o cos(a —B) =cosa.cosfB +sena.senf
o3 PO
u ! L se calcula el coseno del angulo entre los
2 |- A L i
! i vectores:
4 :
Ly L ay E - cos 8 = cos(a, — ay) =
o Vi U X = COS ay,. COS a,, + sena,,. sena, =

WV Uy Uy UV T U,
[l 9] [l 9] (][]
UV + UV,

cosf = ——
[ul|7|

#) RS

Como proy,u =|u |cos(1,V)y Cos(ﬁ,v |Q||q| entonces
ul|v

es posible expresar la proyeccién de u sobre v del siguiente modo

v, +u,v, _ uyv, +u,v, - Uy, t+u,v,
¥ 7

proy,ii =i | & entonces | proy,ii = i
5

2.5. Operaciones entre vectores

2.5.1.Suma

Geométricamente:

La suma de dos vectores es la resultante de la poligonal de dos lados
formada por los vectores dados. El vector suma a+ b tiene origen en el
origen de d y extremo en el extremo de b .
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Figura2.17

a+b

También se puede sumar a través de la regla del paralelogramo. El
vector d +b tiene origen en el punto comin y determina la diagonal del
paralelogramo.

Figura2.18

Una aplicacién de la suma de vectores utilizando el método de la poligo-
nal o del paralelogramo puede ser la evaluacién de las corrientes marinas
costeras que influyen en la distribucién y el depdsito de los sedimentos
arrastrados por una pluma estuarina. Las zonas costeras que se encuen-
tran influenciadas por las descargas fluviales que emanan de los estuarios,
presentan altos gradientes de salinidad y geometrias de distribucién muy
complejos. Desde el punto de vista geoldgico las plumas aportan y deposi-
tan grandes cantidades de sedimentos y de nutrientes a las aguas costeras,
con las consiguientes implicaciones en la cadena tréfica y en la pesqueria.
Su dispersion depende de varios factores entre los que se pueden mencio-
nar la velocidad de arrastre del agua del rio, la deriva litoral y las corrien-
tes de marea. La figura a continuacidén representa la pluma de un rio que
trasporta sedimentos en suspension hacia el mar. Se trata de determinar la
direccién de la pluma y la velocidad de dispersion de la misma.
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Figura 2.19. Estuario del rio Deseado

Fuente: Google (s.f.). [Mapa del Rio Deseado, Argentina, en Google Maps].
Recuperado el 20 de Junio, 2019, de: https://bitly/3mLWxqY

Al mismo tiempo que el rio descarga sedimentos en suspensién hacia el
Este a una velocidad de 0,4 m/s, una corriente de marea de 0,1 m/s impacta
sobre la costa siguiendo una direccién de 60° hacia el Oeste mientras que
la deriva litoral, producto de la direccién predominante de los vientos, se
desplaza hacia el Sur a una velocidad de 0,6 m/s.

Como la velocidad es una magnitud vectorial, entonces, pueden ser re-
presentadas a escala cada una de las velocidades involucradas en el proble-
ma. Si se considera ademas a la desembocadura del rio como el punto de
aplicacién de un sistema suma de vectores se puede realizar una poligonal
que permite resolver el problema como en la figura 2. 20.
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Figura 2. 20.

Elvector V, representard la direccién alo largo de la cual se distribuyen
los sedimentos. Su longitud indica la velocidad de dispersion.

Analiticamente:

Para sumar vectores de forma analitica debemos conocer sus coorde-
nadas cartesianas. La adicién se realiza entonces sumando componente a
componente. ~

De esta forma, la suma de los vectores @ =(2,3)y b =(-1,2) sera el vector

U=ad+b=023)+(12)=@2+(1),3+2)=(15).

La adicién de vectores se convierte, en realidad, en una suma de pares
de ndmeros.

Las propiedades de la suma de vectores son:

. Conmutativa:d+b=p+a _

. Asociativa:c_i+<b +c)= Ei+b)+5

«  Vector opuesto o inverso aditivo: dado el vector @, su opuesto se sim-
boliza como el vector —a . Tendra el mismo médulo y direccién que
d , pero sentido opuesto.
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Graficamente:

Figura2.21

Resta de vectores;
Restar el vector b delvector a es equivalente a sumarle el inverso adi-
tivode b .

Figura2.22

>

el b

2.5.2. Multiplicacion de un niimero por un vector grafica
y analiticamente

Graficamente:

Los vectores libres se pueden multiplicar por un nimero real k. El vector
resultante serd un vector de médulo k veces el original, de la misma direc-
cién que el original y de sentido igual al original si k es positivo y de sentido
contrario si k es negativo.
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Figura2.23

—>

Elvector a+ a se denomina 2 a, observindose que el vector 2a es el
doble de tamafo que el vector a@ y con sumisma direccién y sentido.

Analiticamente:

Conociendo las componentes del vector, multiplicar a dicho vector por
un namero real es multiplicar por ese niimero real a cada componente del
vector.

Ejemplo:

Sea u =(2,—1) yk=3, hallar el vector 31 .

31 =3.(2,-1) = (32,3(-1)) = (6,-3)
Por lo tanto, las componentes del vector producto son (6,-3).
Las propiedades que cumple esta operacién son:

1. Conmutativa (km)c = (k¢)m=k(mc) k,mconstantes
2. Distributiva

a. (k+m)5 =ké +mc

b. k(a+c)=ka+ke

Una aplicacién de este producto es hallar vectores paralelos. Dos vecto-
res son paralelos cuando tienen igual direccién.

La condicién necesaria y suficiente para que dos vectores f/ YV sean
paralelos, es que uno de ellos pueda expresarse como el producto del otro
multiplicado por un ntmero real.

Simbdlicamente:

u || vsiysolosi existe k eR tal que u = kv

Ejemplo: 1
Dado el vector i = (3, 4), hallar un vector paralelo a él siendo k= 5

vzkﬁ=;(3,4)=@,g=6,2]
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Un caso particular de vectores paralelos es el versor correspondien-
te a un vector, ya que es el vector de igual direccién y sentido que el vector
dado pero de médulo 1. Si V es el vector dado, indicamos su versor como
v, 0v'. Si tienen la misma direccidn, son paralelos y por la condicién ne-
cesaria y suficiente, como ademds tienen el mismo sentido, sabemos que
existe k e R tal que v =kv'".

De modo que si se calcula el médulo del vector V', se obtiene que el valor
de k es el mddulo del vector dado, es decir

7= [l

—k|V|=kl=k

Entonces v=k'= |\7|v’

| <

y despejando el versor se obtiene |V' =

<l

Ejemplo:
Sea 1 de mddulo 3, obtener graficamente su versor.

Figura2.24

¥

=

Il
wl L

Il
Wl =
=l

7

Si se conocen las componentes de dos vectores ¥ =ri'+r,j'y
V=vi'+v,j se puede saber si son paralelos entre si analizando la exis-
tencia o no del nimero real k a partir de la condicién necesaria y suficiente,
esdecirsi 7 es paraleloa V entonces existe el ndmero real ktal que 7 = kv .
Como se conocen las componentes de los vectores, se plantea la igualdad

of o o of of of
ni'+rj =k (vi'+v,j") = kvi' + kv,
Estos dos vectores seran iguales si
h=hkv, y n=kv,

Despejando k en cada igualdad
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r T
Nk y Lok
Vi V2
— = . . N r
Entonces 7 ||V siysolosi —=-%*=k.
vl V2

Observacién: si k es positivo, los vectores tienen el mismo sentido, si kes
negativo tienen sentido opuesto.
= . . N v v,
EnR%: 7 ||V siysolosi L =-2=-2=k.
iV, W

2.5.3. Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectores, expresado analiticamente como 7.V,
es un nimero real que se obtiene de la siguiente manera

—

r.oy= - -
|7|[9|cos (7,v) si7#0y v #0

Pero conocemos la forma de hallar el angulo entre 7y v, entonces

‘a‘ ‘4‘ nv, + Yy,

o S thY,
7]+

Observacion

Si el angulo convexo entre los vectores es agudo, 7.V > 0 (pues el cose-
no del dngulo es positivo).

Si el dngulo convexo entre los vectores es obtuso, 7.V < 0 (pues el cose-
no del dngulo es negativo).

Si el angulo convexo entre los vectores es de 90°, 7.V = 0 (pues el cose-
no del angulo es cero). En este caso, los vectores son perpendiculares.

EnR:si F =ri+r j+rk y V=vi+v, j+ Vv, k entonces

FV=rv+nv, +Kry,
Ejemplo:

Calcular el producto escalar de los vectores 7 =5i-3j+2k y v=-21+
j+3 k. Hallar el angulo que forman.
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Primero se halla el producto escalar de los vectores:
FV=5-(2)+(3)-1+2-3=-7
Ahora se calcula el dngulo que forman, sabiendo que

71V 71V

LN FV,+EV, 1Y ry
cos(r,v)= 111 7Y, T3V,

como ya se calculé 7.v, falta hallar el producto de sus médulos para
poder realizar el cociente:| 7 || v | = 22.17.
Entonces

_7_
22,17

y se obtiene que el angulo entre los vectores es O = arc cos— 0,31 = 108,06°.

cos(7,v)= -

b

2.5.4. Producto vectorial

El producto vectorial de los vectores dy b, se define como un vector, con
direccién perpendicular al plano determinado por d y b, donde el sentido
de la terna (d,b, @ Ab) es el mismo que el de la terna de los versores fun-

damentales (i, ], k) (regla de la mano derecha). Se simboliza a x b odnb.

Figura2.25
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~
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El médulo del vector @ A b se obtiene haciendo:
‘Ei /\5‘ = |5|‘5‘sen(a,5)
Si se conocen las componentes de los vectores de R*:
d=ai+a,j+ak b=bi+b,j+bk

El producto vectorial se calcula resolviendo el siguiente determinante:
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ik

GADb = a a, a|=
bl b2 b3

= (a2b3 —b2a3)i—(a]b3 —b1a3)j+(a]b2 —blaz)k

Ejemplo:
Hallar las componentes de un vector perpendicular a
m=—j+3ky p=2i—-k+j.

maplm y maplp

ok
J 0 3

=(1-3)i—(0-6)j+(0+2)k =—2i+6;+2k

Entonces un vector perpendicular a los vectores dados es
u=-2i+6j+2k.

Pero cualquier vector paralelo a #% también serd perpendicular a

myap-
De modo que i = fBii, e R es perpendicular alos vectores m y p.

Interpretacion geométrica del producto vectorial

El médulo del producto vectorial entre dos vectores coincide con el drea del
paralelogramo que tiene por lados dichos vectores.

Figura2.26

Areaysgcp = b.h
h= sen9|l_5| y b=]ld|

- " - ¢
Areaygcp = |d| sen9|b| =|aAb|

1 -
Areaypp = 3 |dADb|

Ejemplo:
Si i=i-2j+5k , V=3i+j,calcular el drea del paralelogramo

determinado por ellos.
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~.

j ok
unv=I|1
31 0

—2 5|=(0-5)i—(0-15) j+(1+6)k =—5i+15, + Tk

|7 AT |=\J(=5) +15° +7* =/25+225+49 =+/299 = Area

2.5.5. Producto mixto:

Dados los vectores #%,V, W (en ese orden), se llama producto mixto de los
vectores al niimero real que resulta de efectuar la operacién: .(\7 A W) .
Interpretacién geométrica: si tres vectores forman las aristas de un

paralelepipedo

Figura2.27

<
>
S
£l
B, 0= S
1
1
1
1
1
|
1
S
1
1
1
1
1
1
N

=l

Comoh = | proy(ﬁw)z] |=] u Ev /\_.W) I
VAW

Vol= |V A W] ! V/\Q )‘ Z‘ﬁ (\7/\1/7/)‘

|V AW
Observacidn:

. . h u.(VAW) | h

cos(U,V AW)=—  entonces. —— = —

|U| ‘(V/\w)Hu| |u
Porlo tanto h = ‘u( /\W)‘

(V)
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Capitulo 3
Nociones de geometria analitica

3.1. Introduccién

La geometria analitica estudia la relacién entre elementos geométricos y ele-
mentos algebraicos. Estudia las propiedades de las figuras y la resolucién
de problemas geométricos aplicando el algebra y el anélisis matematico.!
Para resolver un problema geométrico hay tres pasos:

1. Transformar el problema geométrico en un problema analitico.

2. Resolver el problema con ayuda del algebra y el analisis.

3. Interpretacién geométrica del resultado.

La geometria analitica trata dos problemas fundamentales:

« Dada una ecuacién algebraica, interpretarla geométricamente (es
decir determinar propiedades que permitan construir la figura
geométrica que representa).

« Dada una figura geométrica o un conjunto de puntos del plano o del
espacio con cierta propiedad, encontrar la ecuacién algebraica que
la represente.

Pararesolver estos problemas debemos referirnos aun sistema coordenado:
. Sistema coordenado unidimensional (espacio R, recta).

. Sistema coordenado bidimensional (espacio R? plano).

. Sistema coordenado tridimensional (espacio R? espacio).

Repasemos los conceptos de distancia entre dos puntos y coordenadas
del punto medio de un segmento, segiin el sistema de referencia con el que
estamos trabajando.

3. 2. Distancia entre dos puntos

1. En R:la distancia entre dos puntos en un sistema coordenado lineal se
calcula como el valor absoluto de la diferencia de abscisas.

1  Este capitulo estd basado en el libro Geometria analitica, de A. Engler y otros (Univer-
sidad Nacional del Litoral, 2008)
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Datos: B, =x,, P, = x,
Incégnita: d = distanciaentre B, y P, .
d=|x —x2|:| X, —x1|

Figura3.1

A
v

2. En R%ladistancia entre dos puntos en el plano, se calcula aplicando
el teorema de Pitagoras.

Datos: B (x,, ), B (%, ,)

Incégnita: d = distanciaentre B, y P,.

Figura3.2

Aplicando el teorema de Pitagoras
al tridngulo rectangulo BOP,
se obtiene
2 2 2
d :(xz _‘xl) +(J’z _yl)

entonces

d= \/ yl)

3. En R*ladistancia se calcula de forma andloga al cilculo en el plano.
Datos: P] (xpypzl)apz (x29y2’22)

Incégnita: d = distancia entre £ y P,

d=\(x,=x) +(3,=1) +(z2 -2
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Ejemplo:
a. Determinar la distancia entre los puntos P ( -3,1, 2) yQ (1, -2, —1) .
Empleando la férmula tenemos:

d= \/ 2-1) +(-1-2)" =34

b. Hallarelolos valores de a para que el punto (g, 3) esté a cinco uni-
dades del punto (-2,-1). Con el valor hallado graficar la situacién.

Ladistancia entre dos puntos P (xl . ) yO (x2 Y, ) se expresa:

d= \/ xz _xl yl)
En nuestro problema P(a, 3) yQ(—2, —1) entonces:

d=\(-2-a) +(-1-3) =
Resolviendo la ecuacién planteada:
(—2-a) +(-1-3)" =25
4+4a+a’+16=25
20+4a+a’=25=a’+4a-5=0

—4+V16+420 416 5 aq =1
2 2 \az—

a, =
Es decir que existen dos puntos del plano de ordenada 3 cuya
distancia al punto (-2,-1) es 5.

Dichos puntos son P(1,3) y O(-5,3).

Figura3.3
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3.3.Coordenadas del punto medio de un segmento

1. EnR%
Datos: F, (xl,yl),PQ (xzaJ’z)

Figura3.4

Incégnita: P, (xm,ym ) es el punto medio entre By P.

. . —_— 1 —
Si P, esel punto medio, entonces: BP, = P,P, = RP, =—EP,
2

Por lo tanto se debe cumplir:

1
[xm_xlj 1[x2—x]J xm_xl_E(XZ_xl)
=— =
Yu=W) 2\Wn—-n 1

Y =N :7()/2 _y])

2
_Ntx
- m yiy
Yu =T
2. EnR*

Datos: })1 (Xl,yl,Zl),Pz (xzayzazz)
Incégnita: P, (xm,ym,zm) es el punto medio entre By P,.

Si P, esel punto medio, entonces:

1
RE, =P,P, = RF, = RP,

Por lo tanto se debe cumplir:
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1 X, + X
X — % X=X xm—x1=5(x2—x1) " 12 2
1

Vu=N =] vy 1 -
I R e e AR E S P

z, -z z, -z 2 2
1 z,+z
Zm_lez(ZZ_Zl) Zm:%

3.4.Plano en el espacio (R

3.4.1. Ecuacion del plano determinado por un punto y una direccién
En general los planos se indican con la letra 1t. Dado un punto del plano y
un vector perpendicular a todos los vectores del mismo (a este vector per-

pendicular se lo llama vector normal al plano y lo indicamos 7).

Figura3.5

-
n

Definicion

Sea O (Xy,Y,>Z) unpunto en el espacioy 7l un vector no
nulo. El conjunto de puntos P para los que OP.72 = 0 forman un
planoen R3.

Los puntos P pertenecen al plano Tsiy solosi QP.ii = 0. Esta
es la ecuacion vectorial del plano.
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Sea (Q(Xy,Yy>Z,) un punto fijo del plano con vector normal
n=ai+bj+ck.

Si P(x, y, z) es un punto genérico del plano entonces las componentes de
los vectores QP son:

Q—P=(x—xo)ijr(y—yo)ﬁr(z—zo)k'

Como QP y 7i son perpendiculares su producto escalar es cero, por lo tanto:

OP.qi = ((x—xo),(y—yo),(z—zo))(a,b,c) =
=(x—x,)a+(y—y,)b+(z—2,)c=0
Aplicando propiedad distributiva y agrupando los términos que tienen
las variables y los que no, tenemos:
ax+by+cz+(—ax,—by, —cz,)=0  si d =—ax,—by, —cz,
ax+by+cz+d=0
esla ecuacion cartesiana del plano que contiene al punto Q y es perpen-

dicular al vector 7.

Observacion:
La ecuaci6n del plano es una ecuacién lineal con tres variables cuyos coefi-
cientes son las componentes del vector normal a dicho plano.

3.4.2. Ecuacion del plano determinado por tres puntos no alineados

Figura3.6

X

Po(xooyoazo);Pl(xwval);Pz =(x2,y2,22);P=(x,y,z)
R.P.Pex
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Si estos cuatro puntos pertenecen al plano 77, entonces los vectores for-
mados por ellos también pertenecen al plano:

RERyRPE
Se realiza el producto vectorial para obtener un vector normal al plano:
REARP =i

Con este vector 7i y cualquiera de los puntos que pertenecen al plano,
se halla su ecuacién.

Ejemplo:

Obtener la ecuacién del plano al que pertenecen los puntos P(-1,1,3),
Q(1,2,-1)y R (0,4,-3). o

Si los puntos pertenecen al plano, los vectores PQ'y PR son paralelos
al mismo. Si se calcula el producto vectorial entre ellos, encontramos un
vector perpendicular a ellos y al plano.

2 1 i j ok
PO=| 1 |;PR=| 3 [;i=POAPR=[2 1 —4/=6i+8j+5k
-4 -6 1 3 -6

Entonces la ecuacién cartesiana del plano es:

6x+8y+5z+d =0

Pero se sabe que los puntos B O, R estan en el plano por lo tanto con
uno de ellos se averigua d, por ejemplo R:
6.0+84+5(-3)+d=0 = d =—17

Entonces 6x+8y+5z—17 =0 esla ecuacién del plano buscado.

3.5. Los planos coordenados xy, xz e yz

El plano xy pasa por el origen de coordenadas, es decir por el punto (0,0,0)
y tiene como vector normal el versor fundamental £ =(0,0,1).
Por lo tanto usando la ecuacién cartesiana del plano

(x=xy)a+(y=y,)b+(z-2))c=0
se tiene:

(x—0)0+(y—0)0+(z—0)1=O:>Z=0

Entonces z = 0 esla ecuacién del plano xy.
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De manera similar se obtiene la ecuacién del plano xz como y =0.
De manera similar se obtiene la ecuacién del plano yz como x =0.

Figura3.7

3. 6. ;Como se grafican los planos?

Si el plano es paralelo a un plano coordenado.

Por ejemplo si el plano es paralelo al plano yzy pasa por el punto (x,,0,0),
entonces un vector normal al plano es el versor fundamental i= (1, 0, 0) y
usando la ecuacién cartesiana tenemos:

(x=x))a+(y=y,)b+(z-2,)c=0
(x—x0)1+(y—0)0+(z—0)020:>x=x0

Figura3.8

1

/xo
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Si el plano corta a cada eje cartesiano:
Supongamos que el plano tiene ecuacién:

ax+by+cz+d=0,dondea,b,c#0

Suinterseccion con el eje x es el punto (_i ,0, oj ya que las componentes

a

y, zdel punto deben ser cero, entonces la ecuacién del plano es:
d
ax+b0+c0+d=0=ax=-d=>x=——

Su interseccién con el eje y es el punto (0,_1 , oj ya que las componentes x,
z del punto deben ser cero. b

Su interseccidn con el eje z es el punto (0,0,—ij ya que las componen-
tes x, y del punto deben ser cero. ¢

Para graficar el plano:

1. Se marcan los puntos interseccién.

2. Seunen los tres puntos de interseccién para formar un tridngulo.

Ejemplo:
Graficar el plano x+2y+3z-6=0.

Para buscar la interseccién con los ejes coordenados anulamos en la
ecuacion, en forma simultidnea dos de las variables y obtenemos el valor de
la tercera.

0+2.0+3z-6=0=>2z=2,P(0,0,2)

0+2y+3.0-6=0=y=3,Q(0,3,0)

X+2.0+3.0-6=0=>x=6,Q(6,0,0)

Figura3.9

z
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3.7.Lugar geométrico

Definicion
Se llama lugar geométrico al conjunto de puntos en R? o R® que
cumplen con ciertas condiciones comunes.

El lugar geométrico tiene una ecuacién del tipo f(x, y) = 0 en el plano
(flx, y, z) = 0 en el espacio) que representa las condiciones algebraicas que
deben cumplir las coordenadas de los puntos (x, y) del plano ((x, y, z) del
espacio) del lugar geométrico. Es decir,

« Todo par (x, y) que satisface la ecuacién f(x, y) = 0, pertenece al lugar

geométrico.

« Siun punto (x, y) pertenece al lugar geométrico, satisface f{x, y) =0.

Ejemplo:

Hallar le ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de los puntos P (-1,2) y QO (3,4).

Identificar el lugar geométrico y graficar.

Se quieren hallar los puntos R (x, y) cuya distancia a P sea igual a la dis-
tanciaa Q, es decir que equidisten de Py Q. Es decir, d(R,P) =d(R, Q).

d(R,P)=(-1-x) +(2=»)
d(R,Q)=\/(3—x)2 +(4-y)
JEI=x) +(2=y) =3=x) +(4-»)

(<1=x) +(2-p) =(3-x) +(4-p)

1+2x+x" +4-4y+y* =9—-6x+x" +16 -8y + )’

2x—4y+5=—-6x—-8y+25
8x+4y-20=0=>2x+y-5=0

El lugar geométrico de los puntos del plano que verifican la condicién
dadaeslarecta y=-2x+5.
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y=-2x+5 —> ecuacion explicita de la recta.
2Xx+y-5=0 —> ecuacion implicita de la recta.

Figura3.10

&

Otros lugares geométricos son las secciones cénicas (o conicas). Geométri-
camente, las secciones cénicas pueden describirse como la interseccién de
un plano y un cono de doble hoja, se puede ver en la figura 3. 10 que el plano
no pasa por el vértice del cono.

Figura3.11

22

Nota: Los tres ejemplos de interseccién de un plano con un cono: parabola (1

elipsey circunferencia (2) e hipérbola (3).
Fuente: Pbroks13, 2009.
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Algebraicamente, cada cénica es el conjunto de puntos que verifica cier-
ta propiedad. A continuacidn, se analiza cada una de ellas.

3.7.1. La circunferencia

Definicion

Llamamos circunferencia al lugar geométrico de los puntos del
plano que estan a una distancia fija, ¥, de un punto P. El punto P
se llama centro de la circunferenciay r radio.

Figura3.12

Siel centro de la circunferencia es P(0,0), los puntos B(x, y) que se hallan
a una distancia r del punto P son:

Dist(B, P) = \[(x—=0) +(y=0)" =r=x"+y" =1
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Figura3.13

Si el centro de la circunferencia es P(x, ), los puntos B(x, y) que se ha-
llan a una distancia r del punto P son:

Dist(B,P)= y(x—%) +(y=2,)" =r= (x=x) +(y=3,) =1

Figura3.14

c: (x-1) + (y-2)0=9

wn
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La ecuacién general de la circunferencia es:
Ax* +By* +Cx+Dy+E =0 (Ay B son iguales)

que proviene de desarrollar la ecuacién canénica:
(x—x0)2 +(y—y0)2 =7’
X7 = 2xx, + (%) + ¥ =2y, +(3,) =" =0
X+ Y =2x,x =2y, + (%) + (1) = =0
dondeA=1,B=1,C=-2 ,D=-2y yE=(x)*+(y)*+ 71

Ejemplo:
Hallar la ecuacién de la circunferencia cuya ecuacion general es

2x* +2y* +3x—4y+6=0
Como A = B=2, se extrae factor comin 2(x” + y* +§x— 2y+3)=
y obtenemos la ecuacién x* + y° +%x—2y +3=0 donde
%=—2x0 =X, =—%;—2=—2y0 =y, =5
2
32(—3j +12—r23§:r2
4 16
23

2
Entonces la ecuacién candnica es ( X+ 3) +(y- 1)2 =22
16

Figura3.15

c: (x+0.75)% + (y-1)* = 1.44

LE

P=(-0.75,1)
L] 1

@k
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3.7.2. Como determinar el epicentro de un sismo

Tal como ya se tratd en la seccién 1 del capitulo 1, en ocasién de producirse
un temblor, la energia sismica liberada se propaga en todas direcciones y
no es posible establecer con certeza la posicién geografica del foco sismi-
co contando con el registro de un solo sismdgrafo. La distancia al foco se
interpreta como el radio de una circunferencia que tiene en el centro al
observatorio que obtuvo el registro. Cualquier punto situado sobre dicha
circunferencia podria ser el lugar dénde se produjo el sismo.

Sin embargo usando el mismo procedimiento matematico aplicado ala
informacién obtenida por tres observatorios serd posible obtener con pre-
cisién la ubicacién del terremoto.

Para esta actividad se recopil6 la informacién recolectada por tres ob-
servatorios en ocasién del desastroso terremoto que asold la ciudad de
Kobe (Japén) en 1995.

Tabla3.1
OBSERVATORIO V, (km/s) V, (km/s) T.-T,(seg)
Tokio 7.2 412 45
Akita 7.3 4.21 70
Pusan 7.3 4.19 56

Para determinar el epicentro del sismo se deberdn calcular las distan-
cias entre el foco sismico y cada uno de los observatorios de la tabla 3. 1.

Posteriormente sobre un mapa de la regién y a escala, se dibujardn las
correspondientes circunferencias. El lugar en donde se producira la inter-
seccion de las tres curvas serd el lugar geografico, ubicacién del terremoto.
En la figura 3. 16 se puede observar un mapa de la regién:
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Figura 3.16. Mapa politico de Japon (1984)

Fuente: Adaptada Khris73,2008.

3.7.3.Laelipse

Definicién

Se denomina elipse al lugar geométrico de los puntos del plano, tales
que la sumade las distancias a dos puntos fijos Ay B sea constante.
Los puntos Ay B se llaman focos. El punto medio entre Ay Bse llama
centro. La recta que contienen a los focos se llama eje mayor.
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Graficamente

Figura3.17

dist(P, B) + dist(P,A) = k

Si los focos tienen coordenadas A(c,0) y B(-,0) y el punto P(a,0), con a>0y a>c

Figura3.18

dist(P,B)+dist(P,A)=\/(a+c)2 +\/(a—c)2 =a+c+ta—c=2a

Entonces si P(x,y) es cualquier punto de la elipse, se tiene que:

dist(P,B)+dist(P,A) = \/(x+c)2 +3° +\/(x—c)2 +y* =2a

(x+c)2 +y* =2a- (x—c)2 +y°

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES I 97



Si se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene:

(x+c)2+y2=4az—4aw/(x—c)2+y2 +(x—c)2+y2
xz+2xc+cz=40¢2—461J()c—c)z+)/2 +x*=2xc+c’
4xc—4a’ =—4aw/(x—c)2 +y > xc—a’ =-a (x—c)2 +3y°

Elevando nuevamente al cuadrado a ambos lados de la igualdad,

2.2 2 4 2 2 2 2 2.2 2.2 2.2 2.2
x’c* =2xca’ +a* =a’* (X’ —2xc+c +y)=>x*c +at =a’x v a’t +a’y

Si se agrupan los términos convenientes,
a*—a*c® =x* (a2 —cz)-i—azy2 =ad (a2 —cz) =x (a2 —(:2)+azy2

Y se divide miembro a miembro por a* (a2 -c ), se obtiene la ecuacion

x2 y2
R
7o)
x2 2
Sib?=a’-¢? queda:7+y2 =1
a b

Sien unaelipse los focos Ay B estan sobre el eje x, son simétricos respec-
to del origen y sus coordenadas son A(c,0) y B(-c,0), con ¢ > 0. Entonces los
puntos (x,)) que pertenecen a la elipse verifican la férmula:

x2 y2
—+ 7 =1

donde a es la interseccién de la elipse con el semieje positivo de las absci-

sas, b es la interseccién con el semieje positivo de ordenadasy 4% = ¢® — .

Si el eje mayor estuviera sobre el eje y, seria b>a y los focos serian A(0,c)
y B(0,-¢), y la férmula de la elipse es
2 2

Xy
5ty =1
a b
cona’ =b>—c’.
Si el centro es un punto (x,, y, ), la ecuacién canénica es

(x_fo)z +(y_§’0)2 -1
a b
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La ecuacién general de la elipse es
AxX* + By’ +Cx+Dy+E=0 (Ay Bson distintos)

Ejemplo:

Hallar la ecuacion canénica de la elipse 2x* +4y” —2x+8y +4=0.

Para hallar la ecuacién se completan cuadrados para la variable x y la
variable y:

11
2(x2—x+4—4j+4(y2+2y+1—1)+4=0

1) 1
Z(xz—x+4j—2+4(y2+2y+1)—4+4=0
( 1j2
2 X—— 2
1
Z(x—;J +4(y+1)2:%:> 2 +(y+) =1

1 1

Figura3.19

*0

Se denomina excentricidad a la razén entre la distancia entre los focos y
la medida del eje mayor, es decir:

. 2¢c ¢
excentricidad = e= ===

a a

Como en la elipse ¢ < a, entonces e <1, y su forma depende del valor de e
(serd méas o menos achatada, cuanto mas cerca de 1 sea e, mas achatada serd).
Por ejemplo, la circunferencia es una elipse de excentricidad 0.
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3.7.4.Lasleyes de Kepler

La astronomia es la mas antigua de las ciencias. La necesidad de establecer
las épocas de siembra y de cosecha y su relacién con las posiciones del Sol,
de la Luna y de las estrellas, llevé al hombre de la antigiiedad a estudiar el
movimiento de los astros.

El sistema geocéntrico de Tolomeo quien vivid en Alejandria de Egipto
en el siglo 11 d.C. es el mds importante de la antigitedad y sus postulados
perduraron durante 13 siglos. Como el nombre lo indica el sistema consi-
deraba que los planetas giraban en circulos concéntricos alrededor de la
Tierra. La Tierra era considerada el centro del Universo

Recién en el siglo xvI Nicolas Copérnico presenté su sistema heliocén-
trico en el que el Sol esta en reposo y los planetas, incluyendo a la Tierra,
giran alrededor de él en érbitas circulares. Dicho sistema iba en contra de
la filosofia aristotélica y las convicciones religiosas de la época y su obra
terminé siendo censurada por la iglesia.

Algunos afios después de la muerte de Copérnico el astrénomo danés
Tycho Brahe realizé importantes mediciones de los movimientos plane-
tarios y pudo comprobar la presencia de errores en el sistema de Copér-
nico. Los datos obtenidos por Brahe serian la base del trabajo que des-
pués de su muerte, desarrollard el astrénomo alemdin Johannes Kepler,?
quién logré descubrir las tres leyes empiricas del movimiento de los plane-
tas, lo cual originé el nacimiento de la mecanica celeste.

Las leyes constituyen la cinematica del movimiento planetario, descri-
ben el movimiento de los planetas sin ocuparse de las causas que provo-
can dicho movimiento. Tiempo después Isaac Newton, sobre la base de los
trabajos de Kepler, establecera la mecanica del movimiento de los planetas
y descubrird una de las leyes fundamentales de la naturaleza: la ley de gra-
vitacién universal.

2 Johannes Kepler (Weil der Stadt, Alemania, 27 de diciembre de 1571 - Ratisbona, Ale-
mania, 15 de noviembre de 1630) fue un brillante astrénomo y matematico. Ferviente
sostenedor de la teoria copernicana es reconocido universalmente por su obra Astro-
nomia Nova (1609) en la que formuld las tres leyes sobre el movimiento de los plane-
tas orbitantes alrededor del Sol. Trabajé en la corte de Rodolfo 11 como matemdtico
imperial. Kepler, hombre de profunda formacién religiosa, durante mucho tiempo
no aceptd los resultados de sus propias observaciones acerca de las 6rbitas elipticas
de los planetas por considerar que las mismas debian ser circulares, por obra de los
perfectos y armoniosos designios del Creador. Algin historiador de la época supo ar-
gumentar que Kepler, en los tltimos afios de su vida, tuvo que padecer de demencia
senil por sostener que las mareas eran producidas por la atraccién que la luna ejercia
sobre los mares, un fenémeno naturaleza hoy universalmente reconocido.
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Primera ley: Todo los planetas giran alrededor del Sol describiendo
orbitas elipticas en la cual el Sol ocupa uno de los focos.

Generalmente se saben representar las drbitas de los planetas median-
tes figuras elipticas exageradas cuando en realidad la érbita de un planeta
difiere muy poco de una circunferencia y es relevante observar como las
mediciones de los astrénomos de la época, a pesar de la precaria tecnologia
disponible, fueron tan exactas que permitieron determinar que dichas ér-
bitas en realidad fueran elipses.

Figura 3.20. Segunda ley de Kepler

N

Perikeli Afelio

Segunda ley: El radio focal que une a un planeta con el Sol describe su-
perficies iguales en tiempos iguales.

Kepler pudo comprobar que el movimiento de los planetas alrededor
del Sol no es homogéneo; en efecto se mueven con mas rapidez cuando
estan mds cercanos al Sol (perihelio) y con mds lentitud cuando estin mas
alejados de él (afelio).

Figura 3. 21. Segunda ley de Kepler

~
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En la figura se observa como los radios focales sean diferentes segtiin
cudl sea la posicién orbital de un planeta. Entre Ay B, debido a la atraccién
del Sol, el planeta transita la 6rbita con una velocidad mayor que entre Cy
Dy es por ello que en tiempos iguales los radios barren superficies iguales.

Tercera ley: Los cuadrados de los periodos de revolucion de los plane-
tas son proporcionales a los cubos de los radios de sus 6rbitas.

La ley establece la relacién existente entre los periodos de revolucién de
los planetas y los radios de sus 6rbitas (para mayor simplicidad se supondra
que las trayectorias planetarias son circulares).Para entender el enunciado
de laley es importante analizar el contenido del cuadro siguiente:

Tabla3.2
Planeta Periodo de revolucion T Radio de la 6rbitar T2/r3
(anos) (u.a.) anos2/(u.a.)3
Mercurio 0.241 0.387 1.002
Venus 0.615 0.723 1.000
Tierra 1.000 1.000 1.000
Marte 1.881 1.524 0.999
Japiter 11.86 5.204 0.997
Saturno 29.6 9.58 0.996
Urano 83.7 19.14 1.000
Neptuno 165.4 30.2 0.993
Plutén 248 39.4 1.004

1(u.a.) =1 unidad astronémica = radio de la 6rbita terrestre =150.000.000 km

En la dltima columna se observa cémo la relacién entre el periodo de
revolucién de cada planeta elevado al cuadrado (T?) y el cubo del radio de
su Orbita (), a pesar de las pequefias variaciones debidas a errores experi-
mentales, tendra el mismo valor para cualquier planeta.

La tercera ley se expresa matematicamente como:

2
k=T

3
r

donde K es un valor constante para todos los planetas. De esta manera
se obtiene que:

T’ =Kr’

de lo que se desprende que T? es proporcional a P.
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Figura 3.22. Relacion entre el periodo
de revolucion de los planetasy el radio de su érbita
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Fuente: Adaptada de Nave, Rod (s/f).

El grafico ilustra la relacién existente entre el periodo de revolucién de
cada planeta y el radio de su drbita expresado en unidades astrondmicas
(1 wa.=1,5x 10° km). La constante de proporcionalidad K es la pendiente
de la recta del grafico sobre la cual estan alineados los planetas. Las leyes
de Kepler permitirian profundizar numerosos aspectos exclusivos de la
astronomia lo que seguramente evade los alcances del presente texto. Sin
embargo es posible plantear algunas simples cuestiones que sean de ayuda
para la asimilacién de las leyes.

Considerando la segunda ley, se puede reflexionar acerca del signifi-
cado de la figura 3.20, es decir, a lo largo de la 6rbita del planeta, scuiles
consideran que sean sus posiciones notables? Haciendo uso de los vecto-
res, scémo representarian la velocidad orbital del planeta en esos puntos
seleccionados?

Una correcta interpretacion de la ley, es decir que la velocidad orbital
de los planetas no es un valor constante, permitird identificar 4 puntos no-
tables. Tal como se muestra en la figura 3. 23 el perihelio y el afelio repre-
sentan los lugares en donde la velocidad orbital del planeta serd miximay
minima respectivamente. Ademds existiran los puntos O y O’ en donde las
velocidades serdn iguales. En su acercamiento al Sol, la velocidad del plane-
taen O ird en aumento, mientras que en O, al alejarse, ird disminuyendo.
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Figura3.23

0
~,

0

La tercera ley de Kepler manifiesta la relacién de proporcionalidad exis-
tente entre el periodo orbital T al cuadrado y el radio orbital r al cubo para
un mismo planeta.

Entonces, ;podria ser cierta una noticia periodistica que dijera que se
ha descubierto un nuevo planeta en el sistema solar que se encuentra a una
distancia r =10 u.a. del Sol y con un periodo T = 10 afios?

Todos los planetas del sistema solar obedecen a la ley y observando los
valores de la tabla 2 se puede constatar que la relacién entre T2 y r* es un
valor constante K =1 para todos ellos.

Para comprobar la veracidad de la noticia bastara comprobar el valor de
K para este supuesto nuevo planeta.

T 10°
T

Evidentemente, siendo K # 1 no se cumple el postulado de laley y por
ende se deberd concluir que la noticia periodistica no es correcta.

La tercera ley permite ademds, relacionar los pardmetros orbitales de
los diferentes planetas entre ellos.

Como es sabido, la Tierra posee un periodo orbital de 365 dias y un radio
orbital de 1,5 x 10° km. Si el periodo orbital de Venus es de 1,93 x 107 s sseria
posible calcular su radio orbital?

Como ya se subrayd en el problema anterior todos los planetas poseen
una constante K = 1. Esta propiedad permite escribir la tercera ley de la
siguiente manera:

2 2
T
3 3
o
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La ecuacidn posee tres valores conocidos y una incdgnita, por lo que
despejando:

y sustituyendo, se obtendra:

T, =3

(3.15x107 )'s

y recordando que 1 w.a. = 1,5 x 108 km, el radio orbital de Venus serd de
0.72u.a.

3.7.5. Lahipérbola

Definici6n
Hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
diferencia de distancias a dos puntos fijos, Ilamados focos, es
constante.

Figura3.24

L,y L,son asintotas

y:+£x

a

Si en una hipérbola con centro en (0,0), los focos Ay B estan sobre el eje
x'y son simétricos respecto del origen, sus coordenadas son A(c, 0) y B(-c,0)
con ¢> 0. Entonces los puntos verifican la férmula:

2 2

L
a b
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donde a es la interseccién con el semieje positivo de las abscisas (a <
) y b verifica b* = ¢* - a* .Si en una hipérbola con centro en (0,0), los focos
Ay B estan sobre el eje y, sus coordenadas son A(0,¢) y B(0,-¢) y los puntos
verifican la férmula:

Figura3.25

L,y L,son asintotas

b
—+
y _ax

Si el centro es el punto (xo »Vo ) ,la ecuacion sera:

2 2
(=x) G-w) - (%)
a2 b2 =1 o b2 e =1
En el caso de que los focos estén sobre una recta paralela al eje x, sus

coordenadas seran:
A( Xy —Cy Yy )y B(x,+¢,y,)y las asintotas son las rectas

b
Y=Y :ig(x_xo)'
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Figura3.26

3,4 A= (461 4
Gh | _GBhruey L

La excentricidad de la hipérbola es el nimero que expresa la razén entre
la distancia focal y la distancia entre los vértices. Se calcula con la férmula

e=—
a

y en el caso de la hipérbola serd mayor que 1.
3.7.6.Lareflexion de una onda sismica

Desde el punto de vista geofisico la Tierra esta constituida por una serie de
estratos que, verticalmente, presentan cambios abruptos de sus propieda-
des fisicas mientras que, en sentido horizontal los cambios son muy gra-
duales (McQuillin y otros, 1984). El método de la reflexién sismica se basa
en generar una onda sonora que se refleje al llegar a una interfase, gene-
ralmente provocada por un cambio de litologia. La reflexién de las ondas
sismicas obedece a la ley de Snell al igual que la reflexion de las ondas lu-
minosas. Dicha ley sostiene que el angulo de incidencia del frente de onda
incidente es igual al angulo del frente de onda reflejado.

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 107



Figura 3. 27. Modelo de reflexion sismica para el caso de una capa

8 K

La figura 3. 27 representa de manera muy simplificada como es el pro-
ceso. En S, utilizando una fuente de energia adecuada, se genera una onda
sismica sobre la superficie. La onda generada se propaga en todas las di-
recciones con una velocidad V. Una parte de la energia llegard de manera
directa al receptor recorriendo la trayectoria SR; otra parte atravesara el
estratoy al llegar a la interfase, superficie ideal que separa dos estratos con
marcadas diferencias litologicas, se reflejard y regresard a la superficie
donde su llegada, serd detectada por un receptor o gedfono. Los dngulos
de incidencia y de reflexién son iguales. El espesor del primer estrato estd
representado por h mientras que x es la distancia que separa la fuente de
energia del receptor (offset).

En un medio uniforme, el tiempo de trinsito de la onda directa para
alcanzar el punto R desde S sera:

X
ZR =;
mientras que el tiempo de llegada de la onda reflejada estara dado por:
_SO+OR

R

Vv

‘2 . c 280
y como SO = OR la expresion anterior quedard como: ¢, = ——

2
Aplicando el teorema de Pitigoras: SO? :(;j +H?

Si se la sustituye en la anterior se obtiene:

2
)

vV

t, =
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Esta expresion relaciona el tiempo de llegada de la onda reflejada con el
espesor del estrato y la distancia entre la fuente y el receptor.
Trabajando sobrela ecuacion anterior alos efectos de despejar h se obtiene:

2 2
VzR_Z[g) +H V=4 [g) + 1

Finalmente:
s
2
de donde:
2 2
e X 4 A
2 2
(2] @
V
Esta ecuacién evidencia una relacién hiperbélica del tipo:
2 x2
-2 =1
b* a

entre el tiempo de transito de la onda y el offset.

Figura3.28

Ondareflejada _ ~ -

—

to =2h/fv

Onda directa

1] X

Fuente: adaptado de McQuilliny otros, 1984.
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Alos efectos practicos, retomando la expresién (1), se pueden hacer pos-
teriores ajustes al despejar tfa :

, 2—h2 x2 2_h2

R v +(2h)2 v

A 2h . L.
El término | = | se lo representa como £, y es el tiempo de transito

de la onda sismica cuando esta incide normalmente sobre la interfase, es
decir con un offset nulo (x=0).

A este tiempo ademas se le denomina de ida y vuelta.

Por lo tanto la ecuacién quedara expresada como:

2

22, X (2)
t —tO+F

De la figura 3. 27, ademas, se pueden hacer algunas consideraciones:

« Lacurva de tiempo de trinsito es asintética con respecto a la curva
de tiempo de transito de la onda directa.

« Conelincremento de la velocidad de transito, la rama de la hipérbo-
la se abre cada vez mas.

La expresion (2) es muy utilizada en geofisica y permite resolver situaciones
como la siguiente: la prospeccién geoldgica de superficie permiti6 establecer
que en una cierta region existen espesos depdsitos calcireos superficiales de
aproximadamente 200 m. Haciendo uso de la ecuacién (2) es posible calcular
el tiempo de transito vertical £y el tiempo t que demorard un receptor ubicado
2600 m de distancia de la fuente en recibir la onda reflejada. Se sabe ademis
que lavelocidad de transito para una roca de este tipo es del orden de 2.300 m/s.

Para una distancia x=0:

tzz_ht:w:().”ﬂ
0 V) m s
2.300—
S

Para una distancia x = 600 m:

2 2
600
To00m = (0.17 m] + (7'")2 =0.245’t,,,, =+/0.24s* =0.495s
(2300 mj
S
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3.7.7.Laparabola

Definicion
Pardbola son los puntos del plano que equidistan de una recta
[lamada directriz y de un punto fijo Ilamado foco.

Figura3.29

1 e dist(D; F) = dist(D,a)

p

Sielfoco estd sobre el eje x y la directriz eslarecta x = ——,la ecuacién

de la pardbola es y* =2px , el foco es el punto F(p/2,0), el vértice es V(0,0).
Sip >0, se abre hacia la derecha; si p <0 se abre a la izquierda.

Si el foco esta sobre el eje y, la directriz es la rectay = —g, la ecuacién

dela parabolaes x* =2 py , el foco es el punto F(0, p/2), el vértice es V(0,0).
Sip >0, se abre hacia arriba; si p <0 se abre hacia abajo.

Si el vértice es V(X,, ), ), la ecuacion es (y - Yo )2 =2p (x - X, )2 ,el

foco es F( x, +§, ¥, ) yladirectriz eslarectax= X, — L .

2
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Capitulo 4
Funciones

4.1. Concepto de funcién

Cuando existe una relacién entre dos magnitudes, que podemos simbolizar
conlasvariablesxey,sielvalor queadoptaunadeellas (porejemploy) depen-
dedelvalorasignadoalaotra (x),decimos queyeslavariable dependientey que
x es la variable independiente, y podemos escribir y = f(x), lo que indica que el
valor y es obtenido a partir del valor x mediante la aplicacién de la funcién f.
Para que una relacién entre dos variables numéricas pueda ser considera-
da una funcion, es necesario que a cada valor de la variable independiente le
corresponda un tnico valor de la variable dependiente.

Definiciéon

Decimos que fes una funcién de un conjunto A en otro conjunto
B si para todo elemento x del conjunto A existe un inico
elementoy del conjunto B tal que faplicada a x dé como
resultado y, es decir f(x) = y.Simbélicamente se escribe de la
siguiente manera

f:A—>B,siysolosiVxeA,Elunl'micoyeBtalquef(x)zy

Consideremos una funcién f: 4 — B. Diremos que:

el conjunto A de los valores a los cuales estd permitido aplicar f (con-
junto de partida) es el dominio de la funcidn; en simbolos:
A=Domf6A=Df.

el conjunto B (conjunto de llegada) es el codominio de la funcién; en
simbolos

B =Codom(f).

En general, vamos a trabajar con funciones f:4— B donde Ay B (do-
minio y codominio) son conjuntos numeéricos.

Cuando se da una expresién de una funcién y no se dice cudl es el domi-
nio de f, se entiende que el dominio de fes el mayor conjunto numérico donde
tenga sentido la expresion de la funcién.
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Ejemplo:
. f (x) =x", el dominio de fes el conjunto R de los niimeros reales,
porque a todos los nimeros reales se los puede elevar al cuadrado.

2. f (x) =~/x, para hallar el dominio tenemos que preguntarnos: ;a
qué nameros le podemos aplicar la expresién de f?, es decir, sa qué
numeros les podemos calcular la raiz cuadrada?

Se sabe que éstos son los niimeros mayores o iguales a 0. Por lo tanto, el
dominio de f'son los nimeros mayores o iguales a 0.

En simbolos: Domf=[0,+oo)-

Definicion

Llamaremos imagen de una funcién f: 4 — B al subconjunto
de B que se obtiene mediante la aplicacion de fa los elementos
de A.Cada elementoy del conjunto B que esta relacionado

con un elemento x del dominio de fse llamaimagen de xy se
simboliza f(x).En simbolos, el conjunto imagen es:
Im(f)={y€B: IxEA [ fix)=y}.

Ejemplos:
1. f:Z—Z talque f{x) =2x:
Domf=17,
Codomf= 17,
Imf={yey7 : y=2t te7 } es decir el conjunto de los nitmeros
pares.

2. f(x)=x2—5x+6 Dom f=R

2x-5
X2 =5x+6

S /()

Como esta funcién es una fraccidn algebraica, su denominador no pue-
de ser cero, de manera que hay que analizar para qué valores de x el deno-
minador es cero y quitarlos del conjunto de niimeros reales:

¥ —=5x+6=0 si x=2 y x=3
Domf'= R—{2,3}

4, f(x):\/m
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Esta funcién tiene en su ecuacién una raiz cuadrada, por lo tanto el ra-
dicando debe ser positivo o cero para poder calcular dicha raiz. Por lo tanto
hay que analizar para qué valores de la variable x el polinomio x* —5x +6
es mayor o igual que cero. Es decir

x*=5x+620
Para hacer este anilisis, se factoriza el polinomio y se aplica la regla de

los signos para el producto:

(x—2)(x—-3)=0

----------------- [ FEE SRR R AR

x—2 } >
2

---------------------- NS
x—3 } >

3
(x—2)(x—3) FHt bt bbbt oo R
| i >

2 3

Por lo tanto, el producto es positivo o cero en el conjunto
(—oo, 2]u[3,00)- Luego, el dominio donde est definida la funcién es

Domf =(-x,2]U[3,)

4.2. Representacion grafica de una funcién

Las funciones se pueden representar mediante una grafica sobre unos ejes
llamados ejes coordenados. Al eje horizontal se lo suele llamar eje x o eje de abs-
cisas; sobre él se sitda la variable independiente. Al eje vertical se lo suele
llamar eje y o eje de ordenadas; sobre él se sitda la variable dependiente. Para
situar las variables sobre los ejes, hay que dar una escala en cada uno de ellos.

Si Pes un punto del plano, trazando por P la paralela al eje y, obtenemos
un punto X, sobre el eje x al que llamamos abscisa de P. Trazando por P la
paralela al eje x, obtenemos un punto y, sobre el eje y al que llamamos or-
denada de P. Diremos que X, e ), son las coordenadas de Py escribiremos
P=(X,, ¥,). Graficamente:
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Figura4.1

P(:L'u: ‘!Jn)

wi--—---

- ———=-=—=-—- -

Definicién

Si el dominio de la funcién fes un subconjunto de R, se llama
grafica de fal conjunto de puntos (x, y) del plano tal que x
pertenece al dominiode f e y=f(x).

Figura4.2

v dondef(x) =y
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Asi, dada una funcién, hay una grafica en el plano xy que la representa.
Ahora, podria preguntarse si toda grafica del plano representa a una fun-
cién. Por ejemplo:

Figura4.3

Aqui, x se relaciona con dos valores,
ayb,de manera que hay unvalor
de x que tiene dos imagenes, por lo
tanto no se verifica la unicidad de la
definicién de funcién. Es decir, esta
curva no representa una funcién.

(x. b)

(x. a)

- ¥

Una prueba grifica que puede utilizarse para saber si el grafico perte-
nece o no a una funcién es la aplicacién de la siguiente condicién necesaria
y suficiente: una curva en el plano es la grafica de una funcién siy solo si
ninguna recta vertical interseca a la curva mas de una vez.

4.3. Funciones polindmicas

Muchas situaciones en la fisica, quimica, economia, geologia u otras cien-
cias, se modelizan utilizando funciones polindmicas ya que sus graficos
son de trazo continuo, con suaves trayectorias, sin cambios abruptos de di-
reccién, por lo que resultan ser buenas aproximaciones de otras funciones
mas complejas de analizar.

Una funcién es polinémica si su férmula estd dada por un polinomio. El
grado de dicho polinomio corresponde al grado de la funcién que representa.

Definicion
Una funcién polinémica en una variable es una funcion de la forma
f:R—>Rtalque f(x)=a,x" +a, x"" +..+ax’ +a,x’ +ax+a,

donde 4y, 4,,...,4,_;,a, sonnimerosreales, a, #0 ynesun
niimero entero no negativo.
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Ejemplos:

1. La funcidén constante - , es una funcién polinémica
de grado cero. flx)=k k=0 ’

2. La funcién f(x) =mx+k ,m=0, es una funcién polindmica de
primer grado.

3. La funcién f(x)=ax’ +bx+c ,a#0 es una funcién polindmica
de segundo grado.

4. La funcién f(x)= x* —4x’ +2x* +4x—3es una funcién poliné-
mica de cuarto grado

Figura 4.4

F(x)=x*—4x" +2x* +4x-3

-+

5. Lafuncién f (x) =x’+x* —6x es una funcién polinémica de ter-
cer grado.

Figura4.5

f(x)=x+x>—6x
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1
6. Lafuncién f(x)=—=x’(x—2)(x+2) esuna funcién polinémica
de grado cinco.

Figura4.6

IS

F()=-3 % (x=2)(x+2)

4.3.1. Funcién lineal

Entre las funciones matematicas, la ecuacién de una recta, ocupa un lugar
de privilegio en el campo de la geologia por sus variadas aplicaciones.

Si en la definicién de funcién polindmica se asigna a los coeficientes
a,a, ,...,d,,d, elvalor cero,esdecira, =a, ,=...=a, =a, =0, queda
determinado un polinomio de grado uno (siendo este, el maximo exponen-
te al que queda elevada la variable), de manera que la funcién polindmica se
expresa como f ( x) =ax+a, lo que representa a una funcién lineal.

Definicién
Una funcién lineal es una funcién f: R—R de la forma
f(x)=ax+b conaybnimeros reales (Dom f= R).

Graficamente, se representa mediante una recta del plano.
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Figura4.7

f(x):ax+b

Dada la ecuacién de la funcién lineal f(x)=ax+b, el coeficiente a es la
pendiente de la recta que representa a /'(x). La pendiente de dicha recta es
la inclinacién de la misma. Si se analiza el siguiente gréfico:

Figura4.8

fl@) =y ¢------------ Q(z1,11)

Y1 — Y%

P(:I;Ua yo)

b — — —

f(xo) = yo

|
|
|
|
|
|
|
----- +
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
&
X

X

elangulo B que formala recta con el eje x es igual al dngulo o deter-
minado por la recta y la paralela al eje x que pasa por el punto P (por ser
angulos correspondientes entre paralelas). Conociendo los puntos Py Q,
para hallar la pendiente de la recta, se debe calcular la tangente de dicho
angulo en el tridngulo rectangulo con vértices en P, Qy (X,, J,), es decir
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cateto opuesto _ y,— Y,

1gf =tga = =
cateto adyacente  x, —Xx,

que es el valor de a en la ecuacidn, por lo tanto
1= W

a=———

X=X

cateto opuesto

La razén trigonométrica en el tridngulo rectingulo,

cateto adyacente
define la tangente del dangulo 8 comprendido entre el eje positivo de las x
y la recta misma, es decir que:

a=tgpf

lo que pone de manifiesto la relacién existente entre el valor de la pen-
diente de la vecta y su inclinacién. Si se considera la ecuacién genérica de una
recta: y = f(x)=ax+b y se calcula el valor de y para x = 0, se obtiene que
y=f(0)=a.0+b=b.Porlo tanto, el punto (0, b) pertenece a la recta. Grd-
ficamente, (0, b) es la interseccién de la recta con el eje y. Por esta razén, a b
se la denomina ordenada al origen.

4.3.1.1. Rectas paralelas y rectas perpendiculares
Dadas dos rectas paralelas, como las graficadas:

Figura4.9

y=g(x) =amax+0b
(=) y=flr)=awx+ec

Se puede observar que el dngulo que forman dichas rectas con el eje x
coincide (ya que tienen la misma inclinacién), es decir el dngulo o (que
forma la recta de la funcién g(x)=a,x+5 con el eje x) es congruente con

RAZON DE CAMBIO Y FUNCION DERIVADA 121



eldngulo B (que forma la recta dela funcién f(x)=a,x+c con el ejex),lo
que significa que (g =g B . Luego, @, =a,.

Definicién
Dos rectas son paralelas siy solo si tienen la misma pendiente.

« En el caso de rectas perpendiculares (el angulo que queda determi-
nado entre ellas es un dngulo recto):

Figura4.10

y= flz) =awx+c¢

AN

y=g¢g(x)=aix +b

no es tan facil encontrar una relacién entre sus pendientes. Sin embar-
go, se puede demostrar que para que sean perpendiculares se debe cumplir
la siguiente relacién entre sus pendientes:

a,=——
a,

Definicion
Dos rectas con pendiente distinta de cero son perpendiculares si
y solo si la pendiente de una es inversay opuesta a la pendiente

delaotra.

122 | BARBIERI Y GARELIK



4.3.1.2. Interseccidén de una recta con los ejes coordenados

. Dada la funcién lineal f(x)=ax+b, si se quiere hallar su in-
terseccion con el eje y se debe dar a x el valor 0 (porque los pun-
tos del eje y tienen abscisa igual a 0). Haciendo esto, resulta que
y= f(O) =a.0+b = b . Luego el punto de interseccion es P = (0, b).

« Dada la funcién lineal f (x) =ax+b, si se quiere hallar su intersec-
cién con el eje x debemos darle a y el valor 0 (porque los puntos del eje
x tienen ordenada igual a 0). Haciendo esto resulta que ax+b=0,

despejando x se obtiene ;. _ _ b, Luego, el punto de interseccién con

a
. b , b .
elejexes | —,0 |. Alnimero _? selo conoce como raizocerode la
a
a

funcién.

4.3.1.3.Una aplicacién geoldgica de la funcién lineal

La ecuacién de una recta probablemente sea una de las expresiones matema-
ticas mas importantes en el campo de la geologia puesto que un gran niimero
de problemas geoldgicos pueden ser resueltos haciendo uso de esta funcién.

Una situacién adecuada para ilustrar lo expuesto podria ser el caso en que
se desee conocer la edad de unos sedimentos que se encuentran a una pro-
fundidad de 150 m en una cuenca lacustre que se colmatd por completo hace 1
millén de afios (ma), sabiendo que la tasa de sedimentacién que caracterizo el
proceso de colmatacién ha sido estimada en el orden de los 500 afios/m.

El problema puede ser resuelto recurriendo a un simple modelo ma-
tematico que refleje un simple pero fundamental concepto geoldgico que
indica que, en condiciones normales, los sedimentos mas antiguos yacen
por debajo de los mds jévenes y esto implica que se encuentren ubicados a
mayor profundidad.

Si es posible asumir que no hubo razones tecténicas o cambios clima-
ticos que hayan modificado notoriamente el ritmo de la sedimentacién
y ademas, es posible asumir que la compactacién de los estratos, produ-
cida por el peso de los suprayacentes no fue extrema, entonces se puede
plantear una relacién de proporcionalidad entre la edad de los sedimentos
y la profundidad a la que se encuentran. Tal como lo reconoce Waltham,
seguramente el modelo matematico no es un reflejo exacto de la realidad
geoldgica pero permitird, sin embargo, una aproximacion aceptable.

La expresién general de una funcién lineal f(x)=ax+b puede ser es-
crita de la siguiente forma: P = K .E, donde:
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E =edad de los estratos en profundidad.
K=tasa de sedimentacidn.
P=profundidad de los estratos.

Sustituyendo los datos del problema en la ecuacion:
_150=——E
500
Despejando la edad E:

E= (—150m)(—500"”0) = 75.000arios
m

Si ahora se le suma la edad en que la cuenca permanecié inactiva se
obtendra la edad verdadera de los estratos a 150 m de profundidad:

E

Tot

=1.000.000 aiios + 75.000 afios =1.075.000 afios

La misma situacién puede ser resuelta de manera grafica lo que ofrece
la ventaja de poder conocer muy facilmente la edad de los sedimentos para
cualquier profundidad considerada.

Figura4.11
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Dada una profundidad, para conocer la edad de cualquier estrato serd
suficiente con ingresar al grafico. Para el caso, los sedimentos ubicados a
250 m de profundidad tendran una edad de 1.125.000 afios.

Es importante en la funcidn lineal, establecer su ordenada al origen. En
el grafico, el periodo de no sedimentacién estd representado por el punto
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E_, interseccién de la recta con el eje de las edades. Si el modelo geoldgico
indicara que la sedimentacién se mantuvo constante hasta la actualidad, E,_
entonces, coincidiria con el 0 de la escala y la recta tendria su origen en ese
punto. El segundo aspecto relevante es la pendiente de la recta o gradiente.
Este valor indica la rapidez con el que la edad varia para una profundidad
dada. Una mayor pendiente indicaria una mayor antigitedad de los estratos.

El gradiente G no es otra cosa que la tasa de sedimentacién que experi-
mentd la cuenca. En efecto G se expresa matematicamente como:

AP

G="2
AE

donde: AE =variacién de la edad; AP = variacién de la profundidad.

oo (-250-0)m 0002
~ (1.125.000-1.000.000) afios  ario

Lo que equivale a 1/500 m/afo.

En muchas oportunidades, estos graficos de edad versus profundidad,
pueden aparecer rotados 90°, de manera que la escala de los tiempos se en-
cuentre sobre el eje de las abscisas. De esta manera, la escala de las profun-
didades, al estar ahora representada sobre el eje de las ordenadas, reflejard
plenamente su significado practico.

Una actividad muy interesante a partir de un grafico ya elaborado, es la
reconstruccion de los eventos geoldgicos ocurridos en una cuenca, que alli se
encuentran representados bajo la forma de un modelo matematico, siempre
que sea posible realizar las mismas salvedades planteadas anteriormente.

Figura4.12
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De acuerdo a la profundidad de los sedimentos serd posible estimar la anti-
gliedad de los mismos. Asi, los sedimentos ubicados a 6 m de profundidad
tendran una edad aproximada de 10.000 afios mientras que los que se en-
cuentren a 1 m por debajo de la superficie tendrdn unos 2.000 afios.

En el ejemplo planteado, las dos rectas A y B, representan dos ciclos se-
dimentarios ocurridos en diferentes tiempos geoldgicos y con diferentes
tasas de sedimentacién.

En efecto, considerando las respectivas pendientes que se desprenden
delarelacién G=AE /AD,larecta B representa una sedimentacién ocurrida
arazén de 1.000 afios/m mientras que A representa un proceso similar que
se produjo a razén de 2.000 afios/ m.

Al culminar el proceso sedimentario representado por B, la historia geo-
légica de la cuenca reporta que durante un lapso de 2.000 afios, entre 4.000
y 6.000 afos, no hubo registro sedimentario.

En el modelo matemdtico este acontecimiento se ve reflejado por un
segmento horizontal que muestra cémo la profundidad de los sedimentos
se mantuvo constante durante unos intervalos de 2.000 anos.

Finalmente, el dltimo capitulo de la historia geoldgica de la cuenca estd
representado por la recta A del grafico. En la cuenca ahora, se verifica un
nuevo proceso de sedimentacién a una tasa inferior que el primero y que
perdura en la actualidad, lo que se verifica por el cruce de la recta A con el
origen de los ejes coordenados.

Una consideracién de interés lo representa el punto X, interseccién del
eje de las edades con la continuacién de la recta B. El mismo, representa la
edad hipotética en la que la cuenca se habria colmatado de haber persistido
en el tiempo las condiciones geoldgicas iniciales.

En matematica, si se tuviera que plantear el modelo matemdtico que
representa la figura 4. 12, seria una funcién por partes o por intervalos.

4.3.1.4. Funciones definidas por partes

Como se muestra en el ejemplo anterior, existen funciones que no pueden
representarse mediante una tinica expresién. Por ejemplo, no es posible
hallar ninguna expresién para una funcién que asigne el valor —1 a todos
los nimeros negativos y el valor de 1 a todos los positivos.

En estos casos, es necesario dividir el dominio de la funcién en partes o in-
tervalos, de tal forma que para cada intervalo del dominio, si sea posible
encontrar una expresion que se ajuste a la funcién dada. En el ejemplo, el
dominio quedaria dividido en dos intervalos: los nimeros negativos, para
los cuales corresponde la expresién flx) =-1 y los nimeros positivos, para
los cuales corresponde la expresidn f(x) =1, se escribe:
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f() -1 six<0
xX)=
1 six>0
Ejemplo:
2x+1si x<-1
f(x)z 4 si—1<x<3

x si x>3

a. ;Cuanto vale f(0)?
Para poder responder esta pregunta es necesario identificar a qué
intervalo de los que esta dividido el dominio es el que contiene al
numero 0. Como 0 verifica la segunda condicion, es decir, -1 < 0 <3,
la imagen que le corresponde es 4.

b. Hallarf(-5).
Como -5 pertenece al primer intervalo, es decir, -5 < -1, la imagen
que le corresponde es
2 (-5) +1=-9. Luego f(-5) =-9.

c. ¢Cudleselvalordef(3)? ;Y de f(80)? sY de f{-1)?
f(3)=4 ; r(80)=80 ; f(-1)=4

El grafico de la funcion festa dado por:

Figura4.13
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4.3.2.Funcién cuadratica

Si en la definicién de funcién polindmica, se asigna a los coeficientes
a,a, ,...,a, elvalorcero,esdecir a, =a, | =...= a; =0, queda determi-
nado un polinomio de grado dos (siendo el grado, el maximo exponente al
que queda elevada la variable), de manera que la funcién polinémica se ex-
presa como f’ (x) = a,x’ +a,x+a, que representa a una funcién cuadratica.

Definicién
Una funcién cuadratica es una funcién : R—R dela forma
fix)=ax*+bx+c,dondea+o.

De la definicién se puede inferir que al tratarse de una funcién poliné-
mica, su dominio es el conjunto de los niimeros reales.

La funcién cuadratica mis sencillaes y = x°, cuandoa=1,b=0,c=0en
la definicién. La representacién grifica de esta funcidn es la pardbola:

Figura4.14

4

En el grafico se observa que el menor valor que toma y es 0, cuando x es 0,
y que la variable y no puede tomar valores negativos puesto que es de la forma
y =x’.Laimagen de esta funcién serd entonces: I ( I ) = [0, +oo).

En el grifico que representa a las funciones cuadraticas, la paribola, se
distinguen dos elementos importantes, el vértice y el eje de simetria.
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El vértice es el punto donde la funcién alcanza su maximo o su minimo
valor. En el ejemplo dado, el vértice es el punto (0, 0) y es el minimo valor
que alcanza la funcién.

El eje de simetria es la recta vertical x=0o0 el eje y.

Las ramas de la pardbola estin orientadas hacia arriba en el sentido de
las y positivas.

4.3.2.1. Ceros o raices de una funcién cuadratica

Al igual que los ceros de una funcién lineal (o raices de la ecuacién lineal
correspondiente), los ceros de una funcién cuadritica son los valores de x
que anulan la funcién, es decir verifican la ecuacién ax” + bx+c =0.Gra-
ficamente los puntos (x, 0) , donde x es un cero de la funcién, son los pun-
tos de interseccién entre la grfica de la funcién y el eje x.

La férmula que permite resolver una ecuacién completa de 2% grado es:

B —b+~b* —4ac
2a

Las dos raices se obtienen considerando respectivamente, el signo + o
el signo - que afecta al radical, es decir:

B —b++b*—4ac —b—b*—4ac

X

! 2a 2 2a
En general se tiene que:
+ Sielradicando b?-4ac, llamado también discriminante, es positivo, las
dos raices son reales y distintas.
«  Sib*-4acesigual a cero, las raices son iguales.
o Sib?-4ac es negativo, no tiene raices reales.

Ejemplo:

Dada la funcién f'(x)=x"+2x -3, hallar los ceros de la misma.

Para ello se debe resolver la ecuacién x* +2x—3 = 0. Aplicando la for-
mula, se obtiene:

~ —2+,2°-41.(-3) —2+4

X, = =
b2 2.1 2
Luego, x, =1 y x, =—3.Por lo tanto, los ceros estan en los puntos (1, 0)
y (-3,0).
En el siguiente grafico se puede observar que los puntos de interseccién
de la funcién g(x) con el eje x son efectivamente, (1,0) y (-3,0).
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Figura4.15

g(a) = P+ 203 ¥

B=(1,0)

La expresién f (x) =ax’ +bx+c de la funcién cuadratica recibe el
nombre de forma polinomica de la funcién. Otra forma de expresarla es
f (x) =a (x - h)2 + k y se conoce como forma candnica de la funcién cuadra-
tica. También se pueden expresar en forma factorizada de la siguiente forma
f(x)=a(x—x)(x-x,) donde x, y x, sonlos ceros de dicha funcién.

4.3.2.2. Desplazamientos del grafico de una funcién cuadritica

Al variar los parametros a, h y k en la expresion en forma canédnica de la fun-
cién, se puede analizar lo que sucede con el grafico de una funcién cuadritica.
« Sean h=0y k=0, entonces la funcién cuadratica resulta de la forma

f(x)=ax’
En el siguiente grafico se pueden observar la parabolas que resultan
de hacera=1,

a=-l,a=3,a=-3,a=_ ,a=-

1
2

N | =
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Figura4.16

- Sia>0las ramas de la pardbola se orientan hacia las y positivas.
- Sia<0las ramas de la pardbola se orientan hacia las y negativas.
- A medida que el valor absoluto de a aumenta, las ramas de la para-
bola se abren hacia el eje de las .
- A medida que el valor absoluto de a disminuye, las ramas de la pa-
rabola se cierran hacia el eje de las y.
. Sia=1yk=0, entonces la funcién tiene la forma /' (x) = (x— h)2 .
En el siguiente grafico se pueden observar la parabolas que resultan
dehacerh=0,h=-2,h=2,h=4yh=-5.

Figura4.17
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- Si h>0la pardbola se desplaza sobre el eje x, hacia las x positivas
(ala derecha).

- Sih<0la pardbola se desplaza sobre el eje x, hacia las x negativas
(alaizquierda).

« Sia=1yh=0,entonces la funcién tiene la forma f(x) =x"+k.
En el siguiente grafico se pueden observar la parabolas que resul-

tan de hacer k=0,k=-1,k=2,k=-3yk=6.

Figura4.18

qxz) = J+4

- Sik>0la pardbola se desplaza sobre el eje y, hacia las y positivas
(hacia arriba).

-Sik<0lapardbola se desplaza sobre el eje y, hacia las y negativas
(hacia abajo).

Tomando como referencia a la pardbolay = x° se puede obtener
el grafico de cualquier funcién cuadritica teniendo en cuenta
que, dada la forma candnica de una funcién cuadratica

f(x) = a(x—h)2 + k se tiene que:

« Elvalordeaindicalaamplitudy el sentido de las ramas de la parabola.

« Elvalor de h indica el desplazamiento horizontal (izquierda-dere-
cha) de la parabola.

« Elvalor de k indica el desplazamiento vertical (arriba-abajo) de la
pardbola.
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El vértice de la pardbola y = x” es el punto (0, 0). Ahora, teniendo
en cuenta los desplazamientos analizados se puede inferir que el
vértice de una funcién cuadratica en forma candnica

f(x):a(x—h)2 +k

serd el punto (h, k), ya que todos los puntos de su grafica estan des-
plazados h unidades en la direccién del eje x y k unidades en la
direccién del eje y.

Es atil determinar cudl es el vértice de una pardbola pues facilita hallar
su gréfica. Por lo tanto, dada una funcién cuadritica en forma polinémica
solo se necesita obtener su expresiéon canénica para poder determinar su
vértice y de esta manera poder graficarla ficilmente.

En una parabola también se distingue el eje de simetria. Este divide a la pa-
rabola en dos ramas simétricas como se puede observar en el siguiente grafico.

Figura4.19
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El eje de simetria es una recta paralela al eje y que pasa por el vértice de
la pardbola. Por lo tanto, la ecuacién de dicho eje estd dada porx=h.

Cuando sea necesario graficar una funcién dada en la forma polinémi-
ca, es importante poder transformarla a su respectiva forma canénica. Los
siguientes ejemplos ilustran cémo llevar a cabo dicha operacién.

Ejemplos:
L. Sea f(x)=x"+2x-3 laformapolinémica deuna funcién cuadrdtica.
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Conociendo los ceros: x, =1 y x, =—3 y sabiendo que la abscisa del
vértice es el punto medio entre ellos, se calcula la abscisa del punto medio
entre las raices:

.= —3+1
v > .
La ordenada del vértice es la imagen de X, es decir

v, =f(-1)=(-1) +2(-1)-3=—4.

-1

Luego, 1 (x)=(x- (—1))2 +(~4)=(x+1)" —4 es la ecuacién canénica

dela parabola, dondea=1,h=-1yk=-4.

2. Sea f(x)=x’+2x+4 la forma polinémica de una funcién cua-
dratica que no tiene ceros reales, para hallar el vértice de la parabola,
se busca valores del dominio que tengan una misma imagen, por
ejemplo el punto donde la parabola corta al eje y, es decir la imagen
de 0. En este caso es 4, entonces se trata de buscar el otro valor del
dominio cuya imagen es 4.

Se plantea la ecuacién para hallar los valores de x que tienen como
imagen a 4:

x2 +2x+4 =4, entonces x* +2x =0, sacando factor comtn x en el
primer miembro de la igualdad x(x + 2) = 0 y este producto es cero
si x =00 x =-2. Luego el punto medio del segmento que determi-
nan estos dos valores resulta ser la abscisa del vértice:

xNtx, 0+(_2) -
2 2

La ordenada del vértice de la parabola se calcula hallando la imagen
de -1, f(—1)=3. Por lo tanto el vértice dela pzarébola es el punto
(—1,3). Luego, f(x) = (x—(—l)) +3= (x+ 1) +3 esla ecuacién
canénica de la pardbola, dondea=1,h=-1yk=3.

4.3.2.3.0tra aplicacién geoldgica de la funcién definida por partes

La evolucién de la temperatura de la Tierra, en funcién de la profundidad
a la cual se la calcule, es una buena aplicacién de las funciones definidas
por parte.

Las observaciones geofisicas han demostrado que la temperatura inter-
na de la Tierra, durante los primeros 100 km de profundidad, aumenta en
forma lineal. Esto puede ser representado matematicamente mediante la
ecuacion de una recta de la forma:

T=GP+T,

134 | BARBIERI Y GARELIK



donde:

T =temperatura a una profundidad dada.
G=pendiente de la recta o gradiente geotérmico, representa la rapidez
con que la temperatura varia en funcién de la profundidad.

Depende de los eventuales procesos geoldgicos que se estén verificando
en una regién. Una zona sobre una margen activa seguramente poseerd un
mayor gradiente geotérmico que una zona ubicada en el centro de un viejo
craton. Se consideran valores normales los comprendidos entre 10 a 50° C/
km pero se han medido valores de hasta 200° C/km.

T =Temperatura superficial: este valor varfa de acuerdo a la latitud de la
Tierra siendo mayor en dreas ecuatoriales y menor en las polares.
P =Profundidad deseada

De esta manera si debajo de la ciudad de General Roca el gradiente de tem-
peraturas fuera de 20° C/km y la temperatura superficial T, = 10° C. se podria,
por ejemplo, obtener la temperatura interna a una profundidad de 40 km. Asi:

T=20°C/km.40km +10°C =810°C

Ahora bien, si se observan los valores de la siguiente tabla, que ilustra
la evolucién de la temperatura en el interior de la Tierra a medida que nos
acercamos al nicleo de la misma, es posible percibir que a partir de los 100
km de profundidad la temperatura ya no se comporta de manera lineal.

Tabla 4.1. Variacion de la Temperatura en funcion de la profundidad

Profundidad (km) Temperatura °C

o) 10

100 1150
400 1500
700 1900
2800 3700
5100 4300
6360 4300

Fuente: Adaptacién de Waltham, 1999
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Analizando la misma se observa que, desde la superficie y hasta los
primeros 100 km, la temperatura aumenta en forma lineal hasta alcanzar
aproximadamente los 1000° C. En los siguientes 300 km, hasta alcanzar los
400 km de profundidad, la temperatura asciende solamente de 350° C. Mas
aun, la temperatura en el nicleo, desde los 5100 km hasta el centro de la
Tierra permanece constante.

Por lo expuesto, la temperatura de la Tierra en profundidad evoluciona
de manera que es necesario implementar otro modelo matematico que re-
fleje la realidad geoldgica del interior del planeta desde los 100 km de pro-
fundidad hasta el centro mismo del planeta.

La siguiente expresién cuadratica logra aproximarse a los valores de las
temperaturas de la tabla 4. 1 obtenidos por métodos geofisicos:

T(P) =-8,255.10° P+ 1,05 P+ 1110
La representacién grafica de ambas curvas se obtiene ficilmente ha-
ciendo uso de programas gratuitos como Geogebra y Graphmatica o el grafi-

cador contenido en la misma hoja de cilculo Excel.

Figura 4. 20. Comportamiento de la temperatura
delaTierraen profundidad

=

Temperatura ("C)
o

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000

Profundidad (m)

Tal como sugerido anteriormente, la figura 4. 20 ilustra que para poder
describir la variacién de la temperatura del interior de la Tierra hay que
seguir un camino formado por dos funciones matematicas: la recta, ttil
hasta los 100 km de profundidad y la curva polinomial de segundo grado,
hasta el centro de la Tierra.
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La combinacién de ambas funciones dard la siguiente funcién definida
por partes:

7(P)= G xP+T, si P <100km
| -8,255.10° P2 +1,05P+1110si  100km < P < 6360km

Graficar las curvas y estudiar el modelo geoldgico sobre la base de las
mismas es una tarea dulica de gran interés. En primer lugar permite fami-
liarizarse con el uso de los programas de dibujo en cuanto a que obliga al
razonamiento para establecer el rango de magnitudes que deben ser con-
templados en los ejes cartesianos. Los mismos deberdn contener los valores
maximos y minimos previstos en el modelo geoldgico.

¢Sera posible utilizar el mismo rango para todas las funciones o serd
necesario proceder a graficar la recta con parametros propios?

La figura 4. 20 muestra c6mo la eleccién de un rango de profundidades
que abarque desde la superficie hasta el centro de la Tierra no permite estu-
diar la evolucién lineal de la temperatura en los primeros kilémetros de pro-
fundidad. Por el contrario, la funcién polinomial estd claramente delineada.

De la visualizacién de las graficas es posible responder con facilidad a
las siguientes preguntas que, si bien tienen sus respuestas encerradas en
la definicién de la funcién definida por partes, a veces pueden inducir a
interpretaciones erréneas.

¢Es posible calcular la temperatura del nticleo de la Tierra utilizando la
funcién lineal?

A partir de la funcién polinomial, ;es posible obtener el valor de la tem-
peratura superficial T ?

Las aplicaciones graficas al trabajo en clase, tanto en forma grupal como
individual son de gran agilidad. Dada la facilidad con que se obtienen las
curvas, sin necesidad de cdlculos tediosos, es posible focalizar la atencién
sobre la interpretacién de los datos y los alcances de los modelos matema-
ticos propuestos.

4.3.3.Funcién ciubica

Si en la definicién de funcién polinémica, se asigna a los coeficientes
a,a, ,...,a, elvalor cero,es decir a, =a, , =...=a, =0, queda determi-
nado un polinomio de grado tres (siendo el grado, el maximo exponente al que
queda elevada la variable), de manera que la funcién polindmica se expresa
_ 3 2 .y 41 .
como f(x)=a,x’ +a,x’ +a,x+a,que representa a una funcién cibica.
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Definicion
Una funcién cibica es una funciéon f: R—R de la forma
f(x)= a,x’ +a,x’ +ax+a, a,;#o.

Analizaremos primero, el caso @, =a, =a, =0,y a, =1, es decir
3
f(x)=x

La grafica se denomina parabola cubica basica. El punto (0,0) se deno-
mina punto de inflexion de la funcion.

Figura4.21.-f(x)= x>

En general, las funciones de la forma f(x)= ax’, representan grafica-
mente el conjunto de pardbolas ctbicas con punto de inflexién en el origen
de coordenadas.

Recordemos que al analizar ciertas caracteristicas de las pardbolas, vi-
mos que cuando el coeficiente del término lineal es cero, son funciones que
verifican una simetria respecto del eje y. En el caso de algunas funciones
cubicas, puede observarse graficamente que la simetria que se presenta es
respecto del origen de coordenadas.
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Figura4.22

La forma general f(x)=a,x’ +a,x’ +a,x+ay, solo en algunos casos
puede expresarse en la forma canénica f (x) =a(x—h)’ +k que es utiliza-
da para graficar, pues el punto de inflexién es el punto (h, k) y sia >0, la curva
es creciente y sia <0, la curva es decreciente (ver figura 4. 22 y figura 4. 23).

Figura4.23

-t
\
/J\\

4.3.4.Funciones polinémicas de grado mayor que dos

En general, las funciones polinomiales mas simples, que corresponden a la
forma f (x) = x", llamadas funciones potenciales, tiene una grafica similar a
lade f(x) = x° cuando n es impar, y una gréfica similar ala de f(x) =x’
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cuando n es par (ver figura 4. 24).

Figura 4.24

En la figura 4. 25 se muestra que cuando n es par, la funcién f ( x% ="
es par, es decir f(x)=f (—x) y su grafica es simétrica respecto al eje y.
Ademds, la funcién toma valores cada vez mis grandes (que se simboliza
f (x) — 40y se lee « f (x) tiende a més infinito») cuando la variable x
toma valores cada vez mds grandes (simbélicamente x — +00, que se lee «x
tiende a mds infinito») o cada vez mas negativos (simbdlicamente x — —o0,
que se lee «x tiende a menos infinito»).

Figura 4.25
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Enla figura 4. 26 se muestra que cuandon es impar,la funcién f (x)=x"
es impar, es decir —f (x) = f(—x) y su grafica es simétrica respecto al origen
de coordenadas.

Ademds, f(x) — +oo cuando x — +00 y £ (x) = —oo cuando x — —o0.

Figura4.26

40

20 1

4

Muchas veces, para resolver un problema, es necesario conocer el grafico
de la funcién, ya que puede resultar mds simple si se necesita estimar la
respuesta y no, dar una respuesta exacta. Esto se muestra en la siguiente
actividad, donde en principio, se tratardn de hallar los valores del dominio
que satisfagan el problema mediante la resolucién de las inecuaciones, que
se generan al plantear que una de las variables sea positiva o negativa. Un
ejemplo podria ser la siguiente situacidn.

Para estudiar las propiedades eldsticas de un material se programé el
termostato de un equipo calor-frio para que durante 24 horas y partiendo
desde las 6 horas fuera variando la temperatura de su interior de acuerdo a
la siguiente funcién:

£(1)=0,017 0,361 +2,88¢

donde t es el tiempo medido en horas desde el inicio de la medicidn.
a. ¢A qué horala temperatura era sobre cero?

b. ;A qué horala temperatura era bajo cero?

¢. ¢En algin momento la temperatura fue de 6°?
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Resolucion:

La ecuacién de la funcién es un polinomio de tercer grado sin término
independiente, por lo que el grafico de esta funcién no tiene la forma de la
funcién potencial, ;de qué herramientas se disponen para poder resolver
este problema?

En principio se establece el dominio de la funcién que modeliza la si-
tuacién Dom f = [0, 24]. Es posible hallar sus ceros o raices, es decir, los
valores de ¢ para los cuales la temperatura es cero.

Observacion:

Encontrar los ceros de una funcién polinémica o las raices de una ecua-
cién polinomial es equivalente a encontrar los ceros del polinomio P(x), es
decir, a encontrar las raices de la ecuacién polinémica:

P(x)=ax"+a, x""+..+ax’ +a,x’ +ax+a,=0

Para encontrar los ceros de una funcién polinomial es muy ttil factori-
zar el polinomio. Para ello vamos a tener en cuenta el teorema fundamental
del lgebra (muy importante en la resolucion de ecuaciones polinémicas).

Teorema fundamental del algebra

Todo polinomio con coeficientes reales, de grado no menor que uno, tiene por
lo menos un cero real o complejo(es decir, un cero que no es un nimero real).
Consecuencias del teorema:
a. Todo polinomio con coeficientes reales de grado n > 1 tiene exacta-
mente n ceros reales o complejos.
b. Si x,x,,...,x, son ceros de P(x) entonces podemos escribir el po-
linomio factorizado

P(x):an (x—xl)(x—xz)...(x—xn)

Es decir, todo polinomio tendrd tantos ceros como lo indique su
grado.

Si entre los ceros existen dos o mis ceros iguales, estamos en pre-
sencia de ceros multiples donde el orden de multiplicidad esta
dado por la cantidad de veces que se repite el nimero como raiz
de la ecuacién.

c. SiP(x) esun polinomioy c es un nimero tal que P(c) =0 entonces las
siguientes expresiones son equivalentes:
. cesun cerode P(x).
. x=cesunaraizdela ecuacién P(x) =0.
«  P(x) es divisible por (x-c¢).
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«  (x—0) esun factor de P(x), es decir existe un polinomio Q(x)
tal que P(x) = (x - 0)Q(x).

« x=ceslainterseccién de la grifica de P(x) con el eje x, siem-
pre que ¢ sea un ndmero real.

En el problema planteado, se deberd igualar el polinomio a cero:
0,01 —0,361° +2,88t =0

A pesar de ello no serd posible despejar t de la ecuacién pero se podrd
factorizar el polinomio, sacando factor comtn t:

0,01£’ — 0,361 +2,88¢ :Of:; t(O,Olt2 —0,36t+2,88)=0,

y ahora hallar las raices del factor cuadratico en el producto anterior y
factorizar dicha expresion cuadratica:
1(0,01 -0,361+2,88)=0 = 0,01¢(t—12)(r—24)=0

f.ec2°gr
En esta ultima igualdad, es sencillo ver para qué valores de t esta igual-

dad vale cero:
t=0;t-12=0; t—24=0 entonces =0 ;r=12;t=24

Para responder los incisos a) y b), habra que analizar cuindo el produc-
to del polinomio factorizado serd mayor que cero o menor que cero. Para
ello, se estudia el signo que tendra el producto de los tres factores, anali-
zando el signo de cada uno de dichos factores siguiendo algunos pasos del
siguiente modo:

. sehalla el valor donde el factor es cero, es decir, su raiz,

« tomando un valor de prueba a la izquierda y uno a la derecha de la

raiz, reemplazando en el factor vemos el signo que le corresponde,

« seaplicalaregla de los signos para hallar el signo del producto (fun-

cién factorizada).

--------------------- B o o o o S Y
0,01¢ | >

--------------------------------- +H++++++

(r—12) i) } >

---------------------------------------------- tHHE 4

(t-24) 5 i % >

--------------------- B o S 3

»
L

|
0 12 24
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Segin esta lltima recta numérica, la funcién f(r)=0,01r(r—12)(r—24)
serd positiva si 7 €(0,12) y serd negativa si ¢ € (12,24). Por lo tanto la tem-
peratura serd sobre cero en el conjunto (0,12) y serd bajo cero en el conjunto
(12,24). Es posible trazar un grafico aproximado, dando algunos valores a la
variable x entre Oy 12 y entre 12y 24 para saber qué valores toma la imagen
de la funcién:

Tabla4.2
o) o
1 2,53
5 6,65
6 6,48
10 2,8
12 o)
14 -2,8
16 -5,12
18 -6,48
20 -6,4
22 -4,4
24 o)
Figura 4.27
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Ahora, mirando este grafico podemos responder los incisos a) y b), es
decir la temperatura serd sobre cero en el intervalo (0,12) y sera bajo cero
en el intervalo (12,24). Para contestar el inciso c¢) podemos deducir desde
el grafico que en algiin momento, después de 5 horas y antes de 7 horas, la
temperatura fue de 6°, ya que

/(6)=0,01.6'~0,36.6>+2,88.6=6,48 y f(7)=0,01.7°~0,36.7> +2,88.7=5,95

y dado que esta funcién es de trazo continuo o continua, debe haber un
valor ttal que f(¢)=6.

Observacion:

Mas adelante veremos una definicién mas precisa, pero por ahora pode-
mos decir que, intuitivamente, una funcién es de trazo continuo o con-
tinua en un intervalo si podemos trazar su grafica en dicho intervalo sin
levantar el lapiz del papel. Por ejemplo:

Figura4.28

es continua para todo valor x del dominio (Domf= R), en cambio la si-
guiente funcién
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Figura 4.29

no es continua en 0 pues tiene un salto en su grafico para ese valor.
En matemadtica existe un teorema que nos permite asegurar lo que afir-
mamos para contestar el inciso c)

Teorema del valor intermedio de Cauchy

Siuna funcién f es continua en un intervalo [a,b] y f(a)#f(b) entonces para
todo k que esté entre f(a) y f(b) existe por lo menos un valor x del intervalo
[a,b] tal que flx)=k.

Es decir, la funcién toma todos los valores entre f(a) y f(b).

En particular, si fla) > 0y f(b) < 0, es decir, los extremos del intervalo
tienen imagenes con distinto signo, entonces el cero esta entre fla) y f(b),
por lo cual existe un x en el intervalo [a,b] tal que f(x)=0. Esto se enuncia en
el siguiente teorema:

Teorema de Bolzano - Weierstrass
Si una funcién es continua en un intervalo [a,b] y fia)>0 y f(b)<o (0 f(a).f(b) < 0)
entonces existe por lo menos un valor c en el intervalo (a,b) tal que f(c)=o.

Ahora bien, si tenemos dos raices consecutivas X,y X, deunafuncién con-
tinua f(x), y a y b son dos valores entre X, y X, tal que el producto f{a).f{b) <0,
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por el teorema anterior, deberia existir un valor ¢ entre a y b tal que f{c)=0, de
modo que ¢ seria una raiz de la funcién. Pero esto no puede ocurrir nunca si ¢
estd entre X; y X, que son dos raices consecutivas. Luego f(a) y f(b) tienen que
tener el mismo signo.

Corolario del teorema de Bolzano — Weierstrass

Entre dos raices consecutivas de una funcién continua, la funcién no cam-
bia de signo. O es positiva o es negativa.

De manera que es posible utilizar estos resultados para resolver los in-
cisos a) y b) del problema de una manera mds sencilla. Es decir, la funcién
temperatura tiene tres raices: 0, 12 y 24. Como es una funcién continua,
por el corolario anterior se sabe que entre dos raices consecutivas la fun-
cién tiene el mismo signo. Por lo tanto se puede dividir el dominio de la
funcién, es decir Domf = [0,24], en sub intervalos cuyos extremos sean dos
raices consecutivas:

(0,12) y (12,24)

y en cada uno de ellos tomar un valor de prueba para conocer el signo de
la funcién en dicho intervaloy armar una tabla para agruparlainformacion:

Tabla4.3
Valorde prueba | o,01t | t-12 | t-24 Conclusion
(0,12) t=1 + - - fes positiva
(12,24) t=13 + + - fes negativa
(24, +x) t=25 + + + fes positiva

Se pueden comprobar en el grifico estos resultados obtenidos en la ta-
bla4.3.

En este problema trabajado, la temperatura inicial fue 0°. ;Cémo se
plantearia la funcién si la temperatura inicial fuera - 4,4°? La funcién que
modeliza dicha situacién es

£(1)=0,017 —0,361> +2,881 — 4,4

Para responder las mismas preguntas de los incisos a) y b) se deben bus-
car las raices del polinomio para poder aplicar el corolario anterior. Para
hallarlas se aplicar el lema de Gauss:
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Lema de Gauss

Sea P(x) un polinomio de grado n con todos sus coeficientes enteros. Si el

ntéumero racional ? ,escrito de manera irreducible, es raiz de P(x) entonces
q

p divide al término independiente y ¢ divide al término principal.

El polinomio que modeliza la situacién, ;cumple las condiciones del
lema? No, pues no tiene coeficientes enteros. Pero es posible convertirlos
en coeficientes enteros de la siguiente manera:

«+ Seextrae factor comin 0,01y se iguala a cero, obteniendo

0,01(z> —36¢> + 288t —440) =0
« Se multiplica por 100 a ambos lados de la igualdad,
P(1)=r 361" +288t—440=0
cuyos coeficientes son enteros.

« Se buscan los divisores del término independiente (440) y del tér-
mino principal (1). Para ello, se factoriza el término independiente
del polinomio (440) y al coeficiente principal (1), como producto de
factores primos y se buscan sus divisores:

. 440=2%5.11, entonces sus divisores son:

p=+1,42, +4, 48,45, +11, 4 16, +32, +10, +55, +44, +22, 488, 420, +40, +440

« 1tiene como divisores: ¢ =+1

«  Porlo tanto, las posibles raices son:

P #1402, +4 +8 5 +11, + 16, +32, £10, +55, +44, +22, +88, +20, +40, +440.

q

Se prueba cudl de ellas es raiz:
P(l) =1°-36.1" +288.1-440 = —187
P(=1)=(~1)" =36.(~1)" +288.(~1)— 440 = ~693
P(2) =2°-36.2°+288.2-440=0

Luego, en t =2 hay una raiz racional del polinomio P(t), para hallar las
otras raices, podemos dividir el polinomio (t3 -36t7 +288t—440) por
(#—2) utilizando la regla de Ruffini y se obtiene

1 -36 288 -440

2 2 -68 440

1 -34 220 0O
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£ =367 +288t —440 = (1 —2)(¢* =341+220) =

=(t=2Mt-17+J69 )t -17-+/69)

Luego, analizamos el signo de la funcién en cada subintervalo (0,2),
(2,17- \/@ ), (17-4/69, 24)usando el valor de prueba y se arma la tabla.

Ejemplo:
Trazar una grifica aproximada de la funcién polinémica

F(x)=3x"-12x" +9x* +12x-12

Resolucién:

Se buscan sus raices aplicando el lema de Gauss. Se factoriza el tér-
mino independiente y el término principal del polinomio.

q 3 3 3

Se analiza cual de ellas es raiz:

f(l):3.l4 —12.1P+9.1° +12.1-12=0
«  Sedivide el polinomio f(x) por (x-1) utilizando la regla de Ruffini
3 -12 9 12 -12

1 3 -9 0 12

3 9 0 12 ©
. f()c):(x—l)(?).x3 -9x° +12)

« Otraraiz de f(x):
© f(=1)=3.(=1) =9.(=1)" +12=0

Se divide el polinomio f{x) por (x+1) utilizando la regla de Ruffiniy se
expresa la funcién factorizada

S (x)=(x=1)(x+1)(3x* —12x+12)
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« Ahora, se buscan las raices del factor cuadratico y se halla una
raiz doble en x = 2. Por lo tanto la funcién polindémica completa-
mente factorizada es:

f(x):3(36—1)(x+1)(x—2)2

Se analiza el conjunto de positividad (todos los valores de x que tie-
nen imagen positiva, es decir el grafico de la funcién estd por en-
cima del eje x) y de negatividad (todos los valores de x que tienen
imagen negativa, es decir el grifico de la funcién estd por debajo del
eje x) de la funcién, en los sub intervalos que quedan determinados
por raices sucesivas:

Tabla4.4
Valorde prueba | 3(x-1) | (x+1) (x72)2 Conclusion
(—oo,—l) X=-2 - - + fes positiva
(_1’1) X=0 - + + fes negativa
(1’2) X=15 + + + fes positiva
(2,+00) X=3 + + + fes positiva

Luego, el conjunto de negatividad es elintervalo C~ =(-1,1) yelde po-
sitividad es la uni6n de intervalos C* =(—c0,~1)U(1,2)U(2,+00).

La ordenada al origen de la funcién es f(0)=-12.

Cuando la variable x toma valores cada vez mas grandes en valor ab-
soluto (es decir, x tiende a +op 02 —oo ), la funcién toma valores en
su imagen cada vez mas grandes (es decir, las imagenes tienden a
+00). En simbolos:

£(x)=3x" =122 +9x% +12x ~12 — +oo cuando x — +oo

£ (x)=3x" —12x* +9x? +12x~12 — +o0 cuando x —» —oo

4

. . Ny 1 1 1 4
Pues si se factorizala funcién f(x)=3x" (1 —4—+3—+4— —J ,a
X X X X

medida que x toma valores cada vez mas grandes (x — +») los
cuatro altimos términos del paréntesis se acercan al valor cero
pues son cada vez mas pequefios, entonces
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1 1 1 4
x)=3x*1-4—+3—4+4——— |=3x*
£(x) [ Lialiad j

cuya grafica toma valores cada vez mds grandes ( f(x) — +o) sixtoma
valores cada vez mdis grandes. Lo mismo ocurre si y — —co,

f(x)—>+OOPueS
1.1 1 4
=33 1-4—+3—+4——— |=3x".
f(x) x( X+ x2+ x} X4J X

Luego se puede concluir que todos los polinomios de grado n > 1
tiendena 400 0 2 —oo pues para valores muy grandes o muy chicos
de x la grifica de una funcién polinomial

f(x) =ax"+a, x"" +..+ax +a,x’ +ax+a,

n

se asemeja a la grafica de la funcién potencial f'(x)=a,x".
La grafica aproximada de la funcién
S (x)=3x"-12x" +9x* +12x—12 del ejemplo es, entonces:

Figura4.30

05 1 15 2 25

Analizando las dos graficas anteriores, se ve que aunque dicha grafica
puede cambiar de signo solo en las raices, no cambia si la raiz tiene multi-
plicidad par, es decir, en este caso, 2 es una raiz doble.
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Conclusion:

Si una raiz es de multiplicidad par, la grafica de la funcién polinémica
llega alli, roza y sigue para el mismo lado. Si una raiz es de multiplicidad
impar, la grafica cruza alli el eje x.

Resumen:
Para graficar una funcién polinomial se debe tener en cuenta:
En un cero de multiplicidad par, la grafica de ftoca al eje x.
En un cero de multiplicidad impar, la grifica de fcruza al eje x.
Entre dos ceros consecutivos, la grafica de festd por arriba o por debajo
del eje x.
Para valores grandes de x, la grafica se comporta comolade g (x) =ax".

4.4, Funciones racionales

Definicién

Una funcién racional fraccionaria es una funcion de la forma

f(x)= P(x) donde P(x)y Q(x) son funciones polinomiales
X

y Q(x) no es el polinomio nulo.

El dominio de una funcién racional fraccionaria es el conjunto de los na-
meros reales excepto aquellos donde el denominador se hace cero. De ahora
en adelante las llamaremos funciones racionales.

Ejemplo:
Determinar el dominio de las siguientes funciones racionales.
a s ( x) = Q su dominio son aquellos nimeros reales que no
-3
anulan el denominador, se analiza para qué valores de x, el polinomio
x-3=0 despejando x.

Entonces Domf = R_{3}.

b. gi x)= 41 Como el polinomio del denominador nunca toma el
valor ce¥o+e? dominio de la funcién es el conjunto de todos los ni-
meros reales, R .
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Ejemplo: !
Dadala funcién f(x)= 2,
x-3
a. Hallar el dominio de la funcién.
b. Hallar las intersecciones con los ejes coordenados.
c. ¢Qué sucede con la funcién para valores de x muy cercanos a los ce-
ros del denominador?
d. Estudiar el comportamiento de la funcién cuando x toma valores
muy grandes en valor absoluto.
e. Hacer una grafica aproximada.

Resolucion:
a. Eldominio son todos los nimeros reales excepto 3 pues anula el de-

nominador. Entonces Domf = ]R_{3}_

b. Se busca la interseccién con el eje de ordenadas, es decir
£(0)= 0+1_ 1 Porlotantoel puntoes p _{, _1).Lainterseccién
0-3 3 ’
con el eje de abscisas, es decir

x+1

—=0=>x+1=0=>x=-1. =
3 x x Por lo tanto el punto es 0 =(-1,0).

c. Sehace una tabla con algunos valores

Tabla4.5

2,9 -39

2,99 -399
2,999 -3999

3,1 41

3,01 401
3,001 4001
3,0001 40001

Se observa en la tabla que cuando x se acerca a 3 por valores mas chicos
que 3, es decir por la izquierda de 3, la funcién toma valores cada vez mas
grande en valor absoluto y negativos; y cuando x se acerca a 3 por valores
mas grandes que 3, es decir por la derecha de 3, la funcién toma valores
cada vez mds grandes en valor absoluto y positivos.

En lenguaje simbélico esto se escribe x — 37, f(x) - —o
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ycuando x — 3", f(x) > +o.
La recta vertical x = 3 se llama asintota vertical de f.
d. Serealiza una tabla con algunos valores

Tabla4.6
X {69]

-100 0,961165
1000 0,996011
10000 0,999600

100 1,0412

1000 1,0040
10000 1,0004

A medida que el valor absoluto de x se hace cada vez mas grande, f(x)
se acerca cada vez mds a 1. Simbdlicamente se expresa:

six—)—oo,f(x)—)l y x—>+oo,f(x)—>1 .
La recta horizontal y = I se llama asintota horizontal de f.

Nota: como estas funciones son el cociente de dos polinomios, tie-
nen la particularidad que la grafica es continua en los intervalos
que quedan determinados por los ceros y la/s asintotas verticales.
De manera que podemos estudiar el signo de la funcién para cada
intervalo donde es continua utilizando un valor de prueba.
Entonces, teniendo en cuenta el dominio, la interseccién con los ejes
coordenados, las asintotas verticales y horizontales y haciendo una
tabla analizando el signo que tiene la funcién en los intervalos de-
terminados por los ceros y las asintotas verticales, se puede realizar
un grafico aproximado.

Tabla4.7

Valor de prueba

Signo de (x +1)

Signo de (x-3)

Signo de f(x)

(-2,-1)

+

(-1,3)

+

(3,+)

+

+
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Figura 4.31

Definicion
La recta x =ces una asintota vertical de la grafica de una funcién
f(x), si f(x) toma valores en suimagen cada vez mas negativos
en simbolos, /(x) = —oo) o cada vez mas grandes
en simbolos, f (x) — +00) cuando x tiende o se acercaac
por laizquierda o por la derecha. En una funcién racional, en
los valores de x que no pertenecen al dominio pueden existir
asintotas verticales.

Figura4.32
v |
v | | —y :
I
| - 1
i ‘l \‘. '
[ Y
1 \ I
i l'\ II 1
LY
SN x !
: Hx""\-\._\_\_\_ ]
! - ¥
x =cesasintota vertical derecha x =ces asintota vertical izquierda
Y
Figura4.33 X '
\il
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x =ces asintota vertical izquierda
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Definicién

La rectay =k es una asintota horizontal de |a grafica de una
funcion f(x), silas imagenes de la funcion se aproximan a una
valor k cuando x toma valores muy grandes en valor absoluto

(x > +00 0 X = —00).

Figura 4.34

!

y=kesasintota horizontal derecha

y=kesasintota horizontal izquierda

Figura 4.35

y=kesasintota horizontal

Definicién
Larectay=ax+b esuna

asintota oblicua de la funcién f(x), si la

funcion se acercaaellacuando x — +00 0 cuando X — —00.
En las funciones racionales, existe asintota oblicua cuando el grado
del numerador es uno mas que el grado del denominador.
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Ejemplo:
Dada la funcién f(x)

Ao o

_ x> —=3x+1
x—1

Hallar el dominio de la funcién.

Calcular la abscisa al origen y la ordenada al origen.
Hallar, si existen, asintotas de la funcién.

Hacer un grafico aproximado de la funcién.

Resolucidén:

a.

b.

El dominio de la funcién son los nimeros reales que no anulan el
denominador, es decir Domf =R — {1} )

Abscisa al origen (valor de x que anula la funcién):

3445 345

¥ -3x+1=0=>x = y X 3

Entonces los puntos son p = {3 5 ,()J y Q= [3—\/5’()} .
2 2

Ordenada al origen (valor de la imagen del cero):

f(O) — 0*-3.0+1 =-1. Entonces el puntoes M = (0,—1).

0-1
Se analizan los valores de la funcién a medida que x se aproxima a 1
por derechay por izquierda.
Cuando x — 1’,f(x) — +oo y cuando x —» 1+,f(x) — —0.

Por lo tanto la rectax =1 es asintota vertical.

Se analizan los valores de la funcién a medida que x toma valores
cada vez mds grandes en valor absoluto, es decir si x — +o0 y
cuando x — —oo. Para ello, como el grado del numerador es 2 y el
del denominador es 1, vamos a realizar la divisién de los polinomios.
x*=3x+1 1

=x—-2+—
x—1 x—1

1
Como —— — (0 cuando x > +00 y cuando x — —o0, entonces
x—1

f(x) — x—2 cuando x — 40 y cuando x — —o. Por lo tanto, la
recta y = x — 2 es asintota oblicua de la funcién.
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Importante: si una funcién tiene asintota oblicua cuando x — +o0,
no puede tener asintota horizontal de ese lado del grafico. Lo mismo
ocurre si tiene asintota oblicua cuando x — —o0.

d. Gréafica aproximada, teniendo en cuenta el signo de la funcién en los
intervalos determinados por los ceros y la asintota vertical.

Tabla4.8
Valor de prueba | Signode (x> —3x+1) | Signode (x-1) | Signo de f(x)
(23-4/5)2) x=0 ’ i :
(-4/5)2.1) = - - +
(L, G+/5)2) x=2 - ’ -
(3+5 )2,400) x=3 * * *
Figura4.36

N

Ejemplo:

2
Dadala funcién f(x) _ X +2x

e a—
X —x-2

Hallar las asintotas de la funcién.
Realizar una grifica aproximada.

Ao ow
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Resolucion:
a. Losvalores de x que anulan el denominador son:
¥ -x-2=0=>x=-1 y x,=2
Por lo tanto Domf =R -{-1,2}.

b. Abscisa al origen:
x2+2x:0:>x(x+2):0:>x1:0 y x,=-2.

Entonces los puntos son P=(0,0) y Q =(-2,0) -
0%+2.0
0°-0-2

¢. Sefactoriza la funcién para simplificar el andlisis de la tendencia del nu-
merador y del denominador:

e x(x+2)
T = G-

Se hace una tabla para reunir los datos.

Ordenada al origen: f(0) = =0. Entonces el punto es M = (0,0).

Tabla 4.9

X x+2 x+1 x-2 x(x +2) (x+1x-2)

xX— -I'|x— -1 | x+2—>1 | x+1-0 | x-2—-3 | x(x+2)—>-1 | (x+1)(x -2)—>0" f(x) -
Xl xoe |3t 2ol ot o0 |x-22-3 st oL | (DD 0| () 5 oo
x—=2 | x=2 | x+2—=4 | x+1=3 | x-2-0 | x(x+2)=8 | (x+1)(x+2)—0 f(x)_)—oo
x—=2" | x22 | x+2o4 | x+153 |x-2-0" | x(x+2)>8 |(x+1)(x+2)—0" f(x)_)-i_OO

Por lo tanto, las rectas x =-1 y x = 2 son asintotas verticales.
Para buscar asintota horizontal, como el numerador y el denomina-
dor son polinomios de grado 2, podemos hacer la divisién entre ellos y

obtenemos:
2
X +2x 3x+2
xX)= =1+
f( ) X —x-2 X —-x-2
3x+2 . . (g
Cuando x — —00,272 — 0 pues el denominador tiende mds rapi-
X —x—

do que el numerador a infinito y cuando x — +00 sucede lo mismo.
Porlotanto f(x)—>1si x — 400 ysi x — —o0,
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es decir la recta y = 1 es asintota horizontal. Como existe asintota
horizontal, no existe asintota oblicua.

d. Grafica aproximada de la funcién con los datos obtenidos y anali-
zando el signo en cada intervalo:

Tabla4.10
Valor de prueba | Signo de (x* +2x) | Signo de (x* —x -2) | Signo de f'(x)

(_003'2) x=-3 + + +
(-2,-1) x=-32 i + R
Lo | x=-12 - ; +
(0,2) x=1 - -
(2,+0) x=3 + +

Figura 4.37

Ejemplo:

Trazar la gréfica de la funcién f'(x) =

Resolucién:

B xP=2x-3
x—3

El dominio de la funcién es Domf = R — {3} .
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Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, se fac-
toriza la expresion de la funcién y se simplifica para hallar una expresién
equivalente a la dada pero mas sencilla:

CxP—2x-3 (x=3)(x+1)

f(x)— 3 3 =x+1 si x#3

Como la expresién equivalente hallada es una expresion lineal, su re-
presentacion grafica es la recta y =x +1, excepto six toma el valor 3ya que la
funcién dada no estd definida alli porque no se puede dividir por cero. De
modo que su grafico es:

Figura 4.38

Resumen:

Para graficar una funcién racional es conveniente seguir los siguientes pasos:

« Determinar el dominio de la funcién.

« Factorizar, si es posible, numerador y denominador.

« Simplificar los factores comunes del numerador y denominador, si
es posible.

« Encontrar la abscisa y la ordenada al origen.

« Determinar, si existen, las asintotas verticales (pueden existir en los
valores de x donde la funcién no estd definida, cuando para ese valor
de x se anula el denominador y no se anula el numerador).

RAZON DE CAMBIO Y FUNCION DERIVADA | 161



« Determinar, si existen, las asintotas horizontales (cuando el grado
del numerador es igual al grado del denominador la asintota hori-
zontal es el cociente entre el coeficiente principal del numerador y
el denominador).

« Determinar, si existen, las asintotas oblicuas (cuando el grado del
numerador es uno més que el grado del denominador).

« Armar una tabla de signos de la funcién en los intervalos determi-
nados por los niimeros para los cuales el numerador es igual a cero
(ceros o raices de la funcién) y el denominador es igual a cero (va-
lores para los cuales no estd definida la funcién), usando un valor
especifico de prueba en cada intervalo.

« Graficar la curva, trazando primero las asintotas, las coordenadas al
origen y usando los signos para completarla.
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Capitulo 5
Funciones trascendentes

5.1. Funcion exponencial

En los capitulos anteriores se analizaron distintas situaciones de creci-
miento y decrecimiento de funciones lineales, cuadraticas y polinémicas
en general. Sin embargo, hay otros tipos de variaciones que aparecen en
contextos concretos, donde el crecimiento deja de responder a este tipo
de modelos. En particular, la geocronologia utiliza los isdtopos inestables
para determinar la edad de minerales, rocas y otros materiales naturales
cubriendo casi la totalidad del tiempo transcurrido desde la formacién
de la Tierra hasta el presente. Los isdtopos son dtomos de un mismo ele-
mento cuyos nucleos tienen cantidad diferente de neutronesy, por lo tan-
to, diferente masa.

Los métodos radimétricos se basan en la desintegracién radiactiva de
un isétopo inestable. Por esa propiedad, el isétopo inestable denominado
padre, luego de un cierto periodo de tiempo se transforma en otro isétopo
estable, llamado hijo. Es el caso por ejemplo, de las dataciones con carbono
radioactivo, método que aplican los arquedlogos para determinar la edad
de objetos antiguos. El diéxido de carbono presente en la atmésfera con-
tiene siempre una fraccién fija de carbono radioactivo, carbono 14 (*C) con
una vida media de 5730 afios. Las plantas absorben el diéxido de carbono
de la atmésfera y este pasa a los animales a través de su alimentacion, con
lo cual todos los seres vivos contienen las mismas proporciones fijas de
“C. Después que un organismo muere, deja de asimilar *C y la cantidad
presente en ¢l comienza a disminuir transformandose en *N. La masa ra-
diactiva se reduce a la mitad, ya que la otra mitad se va desintegrando en
forma continua a lo largo de ese periodo. Al cabo de otro periodo similar,
queda solo la mitad de la mitad anterior y asi sucesivamente. Por ello, se
puede determinar el tiempo transcurrido desde la muerte del organismo
midiendo la cantidad de “*C que queda en él.

5.1.1. Actividad
La cantidad inicial de “C presente en un tejido actual ha sido estimada en
2000 nucleos de ese isétopo. Si el periodo de semidesintegracion del “C es

de 5730 afios ;qué cantidad de nicleos quedaran en la muestra al cabo de
28 650 afios?
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Construir una tabla con la cantidad de los nicleos N de *C que perma-
nece inalterable después de 0, 1, 2, 3... t periodos.
a. Obtener la funcién que relaciona N con ¢, N(t).
b. ;Puede tomar la variable t valores enteros negativos? En caso afir-
mativo, explicar el significado de t =-1,-2 y -3 y hallar los correspon-
dientes valores de N.

Resolucién:

a. Latabla 5.1 reflejala situacién planteada:

Tabla 5.1
0 2.000
z.oool =1.000
2
2 2
1 1 1
2.000 — .—=2000.| = | =500
2 2 (2)
3 3
1 11
2.000.— .= .= =2 000. l =250
2 22 2
T 2.0001/2%=

b. Enlatablas.1seobserva que la cantidad de niicleos N esta dada por

la cantidad inicial de niicleos por una potencia de — , dependiendo

del tiempo transcurrido o periodo, lo cual se puede simbolizar mate-
maticamente por medio de la expresion

1

N (1) z.ooo(zjt

N(#) serd la cantidad de ntcleos después de transcurrido un periodo t.
La variable puede tomar valores negativos desde el punto de vista

. . . : 1
matematico pues siempre es posible calcular una potencia de —,

2
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pero dichos valores, en este problema, no tienen significado alguno
pues lo que se quiere conocer es la cantidad de masa de **C que que-
da inalterable después de t periodos.

La geologia isotdpica es la ciencia que se dedica a la investigacién de
los fendmenos geoldgicos por medio de los is6topos, su abundancia y
distribucién.

Si se determinan las cantidades de los isétopos padre e hijo presentes
en una muestra y se conoce el valor de la constante de desintegracion del
isétopo radiactivo, serd posible calcular la edad de una roca, un mineral o
un objeto arqueoldgico. La tabla 5. 2 ilustra los métodos radimétricos mis
utilizados y el valor de su vida media.

El decaimiento radiactivo se produce segiin una forma constante y ex-
ponencial y es proporcional al ntimero de atomos del isétopo padre presen-
tes en la muestra. La figura 5.1 ilustra la relacidn existente entre el nimero
de atomos del isétopo padre, el nimero de dtomos del is6topo hijoy el perio-
do de semidesintegracién (vida media).

Tablas.2
Isétopo padre  Vida media (10°afios) Isétopo hijo Observaciones
=Y 0.704 207ph Circon; Uraninita; Pechblenda
4K 1.251 “©°Ar Muscovita; Biotita;

Hornblenda;Glauconita;
Feldespato de K.

238 4.468 206phy Circén; Uraninita; Pechblenda

¥Rb 48.8 7S¢ Biotita; Glauconita; Micas K;
Feldespato de K.

Tomado de: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/Nuclear/clkroc.html#c2
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En términos matematicos el decaimiento radioactivo se expresa como:

t
N(t)=N,2 "
Figura 5.1
10 b Nimero de dtomos padre - -
\ -~
-
\ P
\ -~
— \ e
w
: \ -
] A% rd
® ’
3 s0 | X
2
@
E ’ AN
s /
= Y
/ ~
— ~
/ ~
! S s
~ o
! Namero de dtomos hijo -~ -
0 e e =
I I 1 T T
1 2 3 4 5

Namero de semividas

donde N(f) representa la cantidad de nicleos o gramos del isétopo aun
presentes en la muestra en el momento ¢ (isétopo hijo), N, es la cantidad
original del isétopo en la muestra (isétopo padre) y m representa la semivi-
da delisétopo.

Nota: La edad obtenida con el modelo matematico no puede ser usada
directamente como edad cronoldgica y para cada método utilizado, serd
necesaria una calibracién de los resultados obtenidos.

Para el caso del “C, su concentracién en la atmésfera no es estrictamen-
te constante puesto que varia en funcidn de los cambios producidos en la
intensidad de la radiacidn c6smica que, a su vez, se ve afectada por varia-
ciones en la magnetosfera terrestre y en la actividad solar. El método del *C
ademais, ha demostrado ser muy susceptible a la actividad antrdpica puesto
que en las dltimas décadas el hombre ha introducido grandes cantidades
de carbono y ha distorsionado en general el contenido de isétopos en el
ambiente (ensayos nucleares).

En términos matematicos el decaimiento radioactivo se puede repre-
sentar como una nueva funcién denominada funcion exponencial, donde la
variable independiente estd situada en el exponente.
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Definiciéon
Una funcién exponencial es una funcién f: R—R de la forma
f(x)=a*cona € R*,a#1 (a es un nimero real positivo distinto de 1).

Observacion:
En la definicidn anterior se define a € R*, es decir la base de la potencia, a,
es positiva para evitar raices de niimeros negativos.

Por ejemplo, (-4)"2 = /-4 . Ademds, se exige que a# 1y a # 0 pues de lo
contrario f seria una funcién constante.

Mediante algunos ejemplos se puede estudiar el comportamiento de
estas funciones tan importantes para muchas ciencias como la biologia,
la economia, la paleontologia, la medicina, etcétera. Cuando la base de la
potencia es mayor que 1 (a>1):

Ejemplo: sea f(x) =27

Tablas.3 Figura 5.2
X y=2* s
0 1 ‘
1 2 s
-1 12 2
flz) = 2°

Sus caracteristicas son:
« Domf=R ; Imf=R*=(0,+0)
« fcrece en todo su dominio.
« Noes par ni impar
+ Pasapor el punto (0, 1)
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Observacion:
Las caracteristicas mencionadas para £ ( x) =72* valen siempresia>1.

Ejemplos:
1) g(x) =1,5¢ 2) h(x) =3*
Tabla5.4 Tabla5.4

X y=1,5* % y=3%
0 1 0 1

1 1,5 1 3

-1 2/3 -1 13

Figuras.3

En ellas se cumple que:

« Eldominio de cada una de estas funciones es el conjunto Ryla ima-
gen el conjunto R* = (0, +0)

« Crecen en todo su dominio

« No son pares ni impares

« Pasan por el punto (0, 1)

Si se considera la base de la potencia comprendida entre 0y 1 (0 <a < 1):
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Ejemplo: sea p ( x) = (ljx
2

Tablas.6 Figura 5.4

o] 1 s
1 1/2 2
_1 2 1

Sus caracteristicas son:
« Domp=R ; Imp=R*=(0, +x).
« pdecrece en todo su dominio.
« No es par ni impar.
« Pasapor el punto (0, 1).

Observacién:

X
Las caracteristicas mencionadas para p(x) = (Ej valen siempresio<a<1.
Ejemplos:

1. fi(x)= G) 2. fo(x)= Gj

Tablas.7 Tablas.8
1Y 1Y
o] [0
o) 1 o 1
1 1/3 1 1/4
-1 3 -1 4
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Figura5.5

En ellas se cumple que:
« Dom =R ; Im =R*=(0, +o0).
«  Decrecen en todo su dominio.
« No son pares ni impares.
« Pasan por el punto (0, 1).

En general:
1. Six=0 —f(0)= a’=1,luego, el punto P (0, 1) pertenece a la grfica.

2. Six=1 —>f(1) =a'=a, luego, el punto P (1, a) pertenece a la grifica
; { Sia>1 entonces f escreciente

Si0<a<1 entonces f esdecreciente

Observacion:

Las graficas de las funciones
1)y 1
= 2x = | — = —_—= 2—)6
/(x)=2"y g(x) (zj >

son simétricas respecto al eje y, como se observa en el grafico siguiente:
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Figura5.6

La expresion general de la funcién exponencial es la siguiente:
f(x) =ca“ " +kconae R*,a#1ylas constantes ¢ h, keR.

Sus caracteristicas son:

Dom f=R; Im f= (k, +e0) 6 (-0, k) (dependiendo del signo de ¢y del valor
de a).

hindica que la grafica tiene un desplazamiento sobre el eje x.

kindica que la grafica tiene un desplazamiento sobre el eje y.

cindica si el crecimiento o decrecimiento es mds rapido o mas lento.

Ejemplos: /1(x)=2"" -4

Tabla5.9

Xl y=20 g

1 -3
2 -2
3 o]
o} -7/2
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Figura5.7

2

R(x)=26"-4

« Dom h=R.

Im h= (-4, +o0). Como se observa, el grafico de y =2* se desplazé
4 unidades hacia abajo sobre el eje y.

h crece en todo su dominioya que a=2> 1.

« No es par niimpar.

Interseccién con el eje y en el punto (0,-7/2).

Cuando la base es el ntimero irracional e = 2,718281, se tiene la funcién
exponencial particular: f ( x) =¢*, cuyo grafico es el siguiente:

Tabla5.10 Figura5.8

X y=e

Al comienzo de este capitulo, se estudio el caso en que dada la cantidad
de dtomos de **C presentes en una muestra, es posible calcular la cantidad
de ellos que quedarin al cabo de cierto tiempo. En la siguiente seccidn, se
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analizard la situacién inversa, es decir, conocida la cantidad de dtomos de
C presentes en una muestra, se podra establecer la edad aproximada de
la misma. Esto anticipa la importante relacién que existe entre la funcién
exponencial y la funcién logaritmica. En efecto, una es la inversa de la otra
y asi como en el ejemplo del **C, la siguiente aplicacién a la geologia tendrd
su continuacién en el capitulo siguiente.

Un aspecto muy importante en la clasificacion de los sedimentos es el ta-
mafio de las particulas que los constituyen. Una escala granulométrica acep-
tada internacionalmente es la de Udden-Wentworth (1922). La tabla presenta
cuatro divisiones principales de acuerdo al didmetro de las particulas expre-
sadas en milimetros a saber: grava, arena, limo y arcilla. A su vez cada divisién
presenta varias subdivisiones para una mejor clasificaciéon de los sedimentos.
Posteriormente Krumbein (1937), para evitar la aparicién de ndmeros irracio-
nales, ided la escala granulométrica @ (Phi) equivalente a la primera.

Tabla 5.11. Escala granulométrica de Udden-Wentworth asociada a la escala @
propuesta por Krumbein

Particula Milimetros Phi
Blogue 1024 -10

ey e 256 -8
uijarro 128 -7

e E— . :
5

0 |ouia 16 %
o 8 3
— 4 -2
Sabule o 2,830 -1,5

Granulo " 2,000 -1.0

2,000 1,0

1,680 -0,75

Gruesa 1,410 -0,50
1,190 0,25

1,000 0,00

0,840 025

0,710 0,50

< i 0,590 0,75
= Mediana 0,500 1,00
0,420 1,25

L 0,350 1,50
x 0,300 1,75
< 0,250 2,00
: 0,210 2,25

Fina 0,177 2,50
0,149 2,75

0,125 3,00

0,105 3,25

. 0,088 3,50

Muy Firia 0.074 3,75

0,062 4,00

0,062 1,00

QO [Grueso 0,044 4,50
s 0,031 5,00
= : 0,015 6,00
) Fino 0,0078 7,00
0,0039 8,00

0,0039 8,00

ARCILLA 0,0020 9,00
0,00098 10,00

Fuente: tomado de Scasso y otros, 1997
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La relacién existente entre ambas clasificaciones estd dada por la si-
guiente expresion exponencial asi definida por Krumbein:

d=27.d,

donde:

d =didmetro de las particulas expresado en mm
d,=didmetro de referencia igual a 1 mm

@ = grado phi, expresa el tamafio de granos

Nota: El signo (-) fue introducido como una convencién para que sola-
mente la fraccion gravay arena gruesa presenten valores negativos de @.

De esta manera, aplicando la expresién propuesta por Krumbein, es po-
sible obtener en el didmetro de una particula en milimetros a partir de su
equivalente valor de @.

Por ejemplo si una particula posee un ° @ =4 tendra un didmetro dado por:

d=27°.d, d=2"1=0.062mm

Lo que la ubica entre los limos gruesos en el limite con las arenas muy
finas (consulta la tabla).

Por otro lado si una particula tuviese un ° @ =-1 su didmetro en milime-
tros sera:

d=22d, d=2"""1=2mm

porlo que, en la escala de Udden-Wentworth, representaria una arena gruesa.

5.2. Funcion logaritmica

En la seccién anterior se vio que en términos matematicos, el decaimiento
radioactivo de un elemento se puede representar como una funcién expo-
nencial. A continuacién se presenta una situacion diferente. Se supone que
se recolectaron dos herramientas realizadas en hueso de dos niveles dife-
rentes de un asentamiento del Paleolitico Medio. Se desea conocer la edad
aproximada de fabricacién de dichas herramientas sabiendo que, analiza-
dos los contenidos de *C en términos de masa presente en las muestras,
se determind que una de ellas posee la centésima parte de la cantidad M_
de **C mientras que la otra posee la milésima parte, siendo M_la cantidad
conocida de C* presente al momento de la fabricacién de dichos utensilios.
a. Relacionar el calculo de la edad de los fésiles con el calculo de la can-
tidad de masa de “C, cuando se conoce el nimero de periodos de
desintegracién.
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b. Sies posible, definir una funcién g que relacione cantidad de masa
de C con el nimero de periodos.

Resolucion:
1Y 1Y 1Y 1
a. 0,01M,=M,| ~|=0,0l=|=| =m0,0l=In|— | =1n0,01=¢In| —
2 2 2 2
Despejando t en la tltima igualdad, se tiene que

In0,01
=t=1t~6,6
1
In| =
2

Por lo tanto, después de 6,6 periodos, la masa de *Ces aproximadamen-
te la centésima parte de la masa original, y como cada periodo de semi des-
integracién del “C tiene una duracién de 5.730 afios, la edad aproximada
del primer f6sil serd de 37.800 afios.

Si se trabaja de la misma manera con la masa del otro utensilio se ob-
tendra que:

In0,001
In (lj
2

Con lo cual, la edad aproximada sera de 57.300 afios.

t=>t=10

b. Como se quiere conocer la edad de las piezas dseas, la incognita estd
en el exponente, es decir que se necesita averiguar t, mientras que en
el problema del capitulo anterior, conocida la cantidad de periodos
se necesita conocer la cantidad de nicleos de **C que permaneceran
inalterados al cabo de un cierto nimero de afios.

En este problema, es necesario conocer el periodo t en funcién del

porcentaje P de masa de C presente en el f6sil hallado, es decir:

PM, :MO(%j :P:(%j :>1nP=t1nGj:>1nP:(—0,6931)t

=>t=

- InP=1t=-1,44269In P
0,6931

De modo que se escribe el periodo t en funcién del porcentaje de masa
de *C, utilizando el logaritmo. Se obtiene entonces, una nueva funcién, la
funcion logaritmica.
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5.2.1.Logaritmo de un niimero

Antes de definir la funcién logaritmica es importante recordar la defini-
cién y algunas propiedades del logaritmo de un niimero.

Definicién

Se llama logaritmo en base a de un niimero b real positivo, a otro
nimero n, tal que, a elevado a la potencia n, esigual a b con a real
positivo distinto de 1. Es decir,

log b=nsiysolosia’=b

La operacién de calcular el logaritmo de un niumero real positivo, se de-
nomina logaritmacién.

5.2.1.1. Logaritmos decimales y logaritmos naturales

« Sellaman logaritmos decimales a los logaritmos de base 10.
Notacién: log, 2= log2.

« Se llaman logaritmos naturales o neperianos a los logaritmos de
base e, donde e, es el nimero irracional cuyas primeras cifras son
2,71828 y se indica:
log,a=Ina.

5.2.1.2. Propiedades del logaritmo

L log,a" =x

log, x _

2. a X

3. Ellogaritmo de 1 en cualquier base es 0:

log,1=0 porque b°=1.

4. Ellogaritmo de la base es 1:

log,hb=1 porque b'=b

5. Ellogaritmo de un producto esla suma de loslogaritmos de los factores:
log, (r.s) =log, r +log, s

6. Ellogaritmo de un cociente es la diferencia de los logaritmos del di-
videndo y del divisor.

log, (r:s)=log, r—log, s
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7. Ellogaritmo de una potencia, es igual al producto del exponente por
el logaritmo de la base de dicha potencia.

log, a" =nlog, a

8. Cambio de base:

loga Ina
log, a= =—
logh Inb
Ejemplos:
log 8=3 pues 2°=8
1 2
log, —=-2 pues 3%= (lj _1!
9 3 9
log,5=1 pues 5'=5

5.2.2. Definicién y caracteristicas de la funcion

A partir de la definicién de logaritmo de un ntimero real positivo, es posible
definirla funcion logaritmica de la siguiente forma:

Definicién
La funcion logaritmica es una funcion f: R*—R de la forma f (x) = loga
x,donde a es un niimero real positivo distinto de 1 (@ €R, a #1).

De esta definicidn surge que Domf=R*, pues el logaritmo de un nime-
ro negativo no estd definido y la imagen de esta funcién es Imf= R. Luego,
sabiendo que log, 2 =1y que log,1=0, se traza la grafica de la funcién

f(x)=log, x

Tabla5.12
x | y=log,x
1 )
2 1
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Figura 5.9

« Dom f= (0, +o0)
« Imf=R

qlx)

log, (x)

« fes creciente en todo su dominio, no es par ni impar
y el punto (1,0) es un punto de la funcién.

Observacién

Las caracteristicas mencionadas para f'(x) = log, x valen siempre sia>1.

Ejemplos: £ (x)=log,x y f,(x)=log,x

Tabla5.13 Tabla5.14
X y =log, x x | y=log,x
1 o} 1 o
Ya 1 21 1
Figura5.10
[1]
1] 1.5 2
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Si se consideran ahora valores 0 < a < 1y se analiza su comportamiento:
Ejemplo: f(x) =log,,, x (a =" es decir que 0<a <1)

Tabla5.15

X |y=log,, x

1 o
Vs 1
Figura5.11

« Domf=(0,+o), Imf=R

. fesdecreciente en todo su dominio

« Noes par ni impar

« Pasa por el punto (1,0)
Observacion

Las caracteristicas mencionadas para f (x) =log,,, x valen siempre si
o<a<l.

Ejemplos: f, (x) =log,; x A (x) =log,, x
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Tabla5.16
X y=:log,; x
1 o)
Va 1

fi(z) = log, (2)

Figura5.12

folw) = log: (2)

Tabla5.17

y=log, , x

(o]

1/2

1

-1 4

Generalizando: f: (0, +0)—>R tal que f(x)=1log, x tiene las siguientes

caracteristicas:
«  Domf= (0, +x0)

« Six=1 —f(1)=log 1=0, puesa®=1, luego, el punto P(1, 0)

pertenece a la grifica.
« Six=a—fla)=log a =1 pues a'=a,luego, el punto P(a, 1) pertenece

alagrifica.

{ Sia>1 entonces f escreciente

Si0<a<1 entonces f es decreciente

La forma general de la funcién logaritmica es:

[ (b, +0) >R tal que f(x)=klog,(x—b)+c

donde a es real, positivo y distinto de 1,y k, b y ¢ son reales, k0.

Domf = (b, +), pues, a este intervalo pertenecen todos los valores de x
tales que (x-Db) es positivo.
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Ejemplo: [ (x)=log, (x+1)+2

Tabla5.18

X |y=f(x)=log,(x+1)+2

1 2
2 3
Figura5.13

_—

2

flz) = logg(z +1)H2

« Domf={x / x+1>0}= (-1, +0).

« Como observamos, la grifica de y =log, x se desplazd una unidad
hacia la izquierda sobre el eje x.

. Imf=R

« Escreciente en todo su dominio

« Interseccién con el ejey: f(0)=log,1+2=0+2=2 entonces
f(0) =2, es decir la interseccidn con el eje y es el punto P(0, 2).

« Interseccion con el eje x: (para ello se debe hallar el valor de x cuando y=0

log,(x+1)+2=0 = log,(x+1)=—2=37 =x+1=37-1=x

Entonces xy = — § . Luego el punto interseccién con el eje x es Q(-8/9, 0).
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En particular si la base del logaritmo es a = ¢, dicho logaritmo se de-
nomina logaritmo natural (log,x=Inx) y se expresa dicha funcién como
£:(0, +0)—>R tal que flx) =Inx

Tabla5.19

X y=log, x

1 o)
e 1
Figura5.14

El dominio de esta funcién es el intervalo (0, +), su imagen son los
numeros reales, es una funcién creciente en todo su dominio, no es par ni
impar y pasa por el (1,0).

5.2.3. Algunas aplicaciones de esta funcion a las geociencias
5.2.3.1. Caracteristicas de un acuifero

Elmétodo de Jacob es una herramienta de gran utilidad para evaluar las ca-
racteristicas de un acuifero tales como la transmisividad, el coeficiente de
almacenamiento y el descenso del nivel piezométrico. Este método es una
solucién simplificada de la ecuacidn de Theis que permite obtener dichos
pardmetros de una manera expeditiva y en condiciones de campo.

Al tratarse de un modelo matematico, son numerosas las simplificacio-
nes que deben hacerse al modelo geoldgico como por ejemplo:
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« Seasume que el acuifero es homogéneo, isotrépico y que posee una
extension infinita.

« Elacuifero es confinado es decir, que estd limitado en la base y en el
techo por estratos impermeables y horizontales.

« Laperforacién atraviesa al acuifero en todo su espesor y se conside-
ra nulo el didmetro del mismo.

Existen otros aspectos y, seguramente mas complejos, a tener en cuenta
durante el estudio hidrogeolégico de un acuifero, pero exceden amplia-
mente los alcances de esta actividad cuya finalidad se limita a ilustrar una
aplicacién de la funcién logaritmica al campo de la geologia. Sinchez San
Roman (2012), propone una interesante actividad a partir de la siguiente
expresion matemadtica que ilustra la variacién del descenso del nivel del
agua (s) en el interior de una perforacién cuando se comienza el bombeo.

2,30 2,25Tt
s = log =———
ar T Sr

Donde Q representa el caudal (en m?/dfa); T es la transmisividad (en
m?/dia); t es el tiempo de bombeo (en dias); S es el coeficiente de almacena-
miento (que es adimensional) y res la distancia del pozo de bombeo al pozo
de observacién (en metros).

La expresion anterior se puede escribir de una manera simplificada

como:
2,25T't

N

0
s=0,183=/o
T g

5.2.3.1.1. Condiciones de campo para la realizacién del ensayo

Figura 5.15. Cono de depresién en un acuifero confinado

Q Pozo de bombeo  Pozo de obsenvacion

Superficie piezométrica inicial N
'-'-'-'.'.T_'__': """""""""" ;': ""“:'_'_'_".'-'=="""'
- RN |
= - . ’I‘ -
/‘ . .-
by -
i . I Al ¢ - -
Superficie piezometrica Fd Acuifero freatico
tras un tiempo “t" \ ,"

1 r
—_— H H —
e = Acuifero confinado +———
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La figura 5. 15 ilustra a un acuifero confinado; en él el flujo de agua sub-
terranea en todas direcciones, particularmente hacia arriba, estd controla-
do por material impermeable.

El acuifero ha sido atravesado por dos perforaciones separadas por una
distancia r. La primera para la obtencién de agua potable y la segunda a los
fines de estudiar el comportamiento del acuifero para poder determinar el
mas eficiente régimen de bombeo.

Cuando el acuifero es perforado por un pozo permite que el agua as-
cienda hasta alcanzar un cierto nivel denominado superficie piezométrica.

Esta superficie, cuando se bombea agua, desciende, asumiendo una
forma cénica denominada cono de abatimiento que depende del caudal de
bombeo y de las propiedades fisicas del acuifero.

El ensayo consiste en medir el descenso del nivel del agua en el pozo de
observaciéon medido en tiempos diferentes a partir del comienzo del bom-
beo en el pozo de produccién manteniendo un caudal constante.

Los valores obtenidos en el campo fueron los siguientes:

Tablas.20

7 1,80
10 2,15
20 3,00
40 3,80
70 4,60
120 5,25
250 6,05

Tomado de Sanchez San Roman, FJ. Hidrologia-Hidrogeologfa. 2012

Q=20litros/seg (medido en el pozo de produccién).
r= 150 m (distancia entre el pozo de observacién y el de produccién).

5.2.3.1.2.Obtencién de la transmisividad

1. En una hoja semilogaritmica se representan los valores de la tabla.
Sobre las abscisas los logaritmos de los tiempos y sobre las ordena-
das los descensos correspondientes.

2. Se traza una recta que ajuste los puntos obtenidos. Los puntos co-
rrespondientes a tiempos cortos no son del todo confiables y es pre-
ferible ignorarlos.
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3. Seeligen a gusto dos tiempos de modo que ¢ =10ty se leen los corres-
pondientes valores s ys,.

4. Secalculas,-s,.

5. Célculo de la transmisividad por medio de la siguiente expresion:
s,-s=0,183Q/T (1)
Atencién: el caudal tiene que ser expresado en m®/dia.

5.2.3.1.3. Obtencién del coeficiente de almacenamiento
1. En el mismo grifico se prolonga la recta hasta que corte el eje de las

abscisas en el punto t en donde el descenso es iguala 0 m.
2. Seaplica la siguiente expresion:

2,25Tt
s=220h
r
Figura5.16
scensos [m
T B e S
L I e ST TR |
Ptz e ¥ 1 | Tigmpo (ihirt]
=7 . w00

5.2.3.1.4. Calculo de la transmisividad:
s2-s1=4,9m-2,1m=28m ; Q=20litros/segequivalentesa 1728 m*/dia.

De la ecuacién (1), despejando T se obtiene: T=0,183Q/s, s,
Reemplazandoy resolviendo: T=0,183 x 1728 m*/ dia /2,8 m =113 m*/dia

5.2.3.1.5. Calculo del coeficiente de almacenamiento:

t_=1,7 min., valor equivalente a 0,0012 dfas.
Sustituyendo el valor obtenido graficamente en la ecuacién 2:

2
2,25%0,0012 dias x113 2

d _
- (150m)? 4 =1,3x107
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;Cudl es el significado matematico del grafico realizado?
Primera parte:

Recordemos la ecuacién de Jacob: s = 0,183

0 g 2257

2
r

Para cualquier situacién de campo se cumple que QT, S y r son valores
constantes. Entonces la férmula de Jacob puede ser interpretada asi:

s=CTE logt

Lo expresado no es otra cosa que la ecuacion de una recta del tipo y = 4x
en donde la pendiente estd dada por el valor CTE y la variable x es el log t.
La pendiente serd directamente proporcional a Q e inversamente pro-
porcional a T.
Ahora bien, la ecuacién de una recta se cumple para cualquier punto de
la rrflxis/ma de manera que se la puede aplicar a los puntos (£,s) y (¢, ).
St

O, 22571

5, =0,1838 1pg 2220

? T & Sr

520,183 2 10g 22211
T r

Para obtener s —s tendremos que restar miembro a miembro:

2,251t 225 ]

S, =8 = 0,183%(10g S, 57

Como la diferencia de logaritmos es igual al logaritmo del cociente, simpli-
ficando resulta:
O, t
s, —s, =0,183=log -2~
2 7S T g ‘

Con esto ya seria posible calcular la trasmisividad para dos puntos cual-
quiera (t,s) y (t, s,) pero si elegimos dos puntos tales que se cumpla la
condicién: t =10t ylaingresamos en la ecuacién anterior, (t /t =10 yellog
de 10 es 1), la misma quedard asi reducida:

5,8, =O,183% @

que es la ecuacién que se utiliz6 anteriormente.
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Segunda parte:

Puesto que ahora T es un valor conocido seria posible aplicar la ecuacion
de Jacob para cualquier punto de la recta, y con las coordenadas (¢, s) de ese
punto podriamos despejar el coeficiente de almacenamiento S. El calculo
serfa un tanto engorroso puesto que la incognita se encuentra dentro del
logaritmo pero si se elige el punto de la recta que corta al eje de las abscisas
(t, 0) (el descenso es 0) se obtiene lo siguiente:

O=O,183glogﬂ
T Sr

Cuando el producto de dos factores es cero es evidente que por lo menos
uno de ellos es igual a cero. Ahora bien, 0,183 Q/T no puede ser 0, por lo
que el logaritmo debe ser 0y si el logaritmo de un niimero es cero, dicho
nimero es igualal.

22Tt o porloques 225Th _

1
Sr? Sr?

log
De donde despejando S se obtiene:
_2,25T1,

2
r

S ()

que es la ecuacién que se utilizo para el calculo.
5.2.3.1.6.Glosario

Acuifero confinado o artesiano: Se caracteriza por estar limitado en su techo y
base por estratos impermeables. El agua en su interior se encuentra presurizada.
Transmisividad: Capacidad de un acuifero de trasmitir agua. Es el pro-
ducto del espesor saturado de dicho acuifero y la conductividad hidraulica.
Conductividad hidraulica: la mayor o menor facilidad con que el medio
deja pasar el agua a través de él por unidad de rea transversal a la direc-
cién del flujo. Tiene las dimensiones de una velocidad.

Coeficiente de almacenamiento: Es el volumen de agua por unidad de area
que se almacena o extrae de un acuifero por variacién unitaria de su nivel
piezométrico. Es adimensional.

Superficie piezométrica: Superficie ideal que pasaria por todos los puntos
hasta los cuales asciende el agua si el acuifero es perforado por un pozo.
Descenso o abatimiento: variacién que experimenta el nivel de la superfi-
cie piezomeétrica al cabo de un tiempo de bombeo.
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Radio: Distancia existente entre el pozo de bombeo y el pozo de observacién.
Cono de abatimiento: Deformacién de forma cénica que experimenta la
superficie piezométrica durante el bombeo.

5.2.3.2. Escala de Richter

Los terremotos representan un elevado factor de riesgo para los seres hu-
manos sobre todo en ciertas zonas del planeta. Mds alla del costo en vidas
humanas, los violentos movimientos producen dafios estructurales a las
construcciones e incendios. Grandes marejadas (tsunamis) pueden pro-
ducir inundaciones en las zonas costeras y los desprendimientos en masa
desde las laderas en las zonas montafiosas pueden tapar bajo los sedimen-
tos enteros barrios o ciudades.

Las pérdidas de vidas humanas es seguramente el aspecto mas desas-

troso y depende de varios factores entre los cuales se pueden enumerar:

« Lahoradel dia. Las mayores pérdidas se verifican durante los dias de
semana entre las 9 y las 16 hs. Durante este intervalo de tiempo, un
gran niumero de personas se concentra por razones de trabajo o de
estudio en grandes edificios de muchos pisos. Los grandes edificios
resultan ser menos seguros que las pequefias construcciones duran-
te un terremoto.

« Magnitud del terremoto y su duracién.

. Distancia al foco del terremoto. La intensidad de la onda de choque
disminuye alejandose del foco.

« Geologia del area interesada y tipo de suelo. Algunas rocas transmi-
ten la energia mas rapidamente que otras y los edificios emplazados
sobre rocas firmes reciben menos dafios. Por el contrario los sedimen-
tos poco consolidados tienden a aumentar la amplitud y duracién
del terremoto acrecentando la posibilidad de dafios. Algunos suelos
cuando estin saturados de agua pueden sufrir licuefaccién al ser re-
pentinamente sacudidos por un terremoto (tixotropia de las arcillas).

« Tipo de construccién. Algunos materiales de construccién y disefios
son mds susceptibles de dafios.

« Densidad de la poblacién. Casi siempre redondea en mayores po-
sibilidades de muertos y heridos. Se ha estimado que el terremoto
ocurrido en China en el 1556 cost6 1.000.000 de vidas.

En 1935 el geofisico Charles Richter, en el intento de clasificar y cuan-
tificar la energia sismica que se libera durante un terremoto, defini6 el
concepto de magnitud local (M,), mds conocida como escala Richter, de la si-
guiente manera:
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M, =logA ~logA,
o también:
M =log(A /A)

Donde A | es la maxima amplitud observada en un sismégrafo a no
mas de 600 km del epicentro del sismo (de ahi la denominacién de local); A,
es una amplitud de referencia que se aplica como correccién, en funcién de
la distancia entre el observatorio y el foco sismico.

Nota 1: como ya se dijo, la escala de Richter se basa sobre una escala logaritmica
en base 10, lo que significa que cada grado de la escala representara una inten-
sidad sismica 10 veces mayor de la anterior. Un sismo de grado 6 sera 10 veces
mayor que el de 5y serd 100 veces mayor que el de grado 4.

Tabla5.21

Magnitud Efectos
E Menora 3.5 | Registrable solo con tecnologia.
g 35-54 Percibido por las personas.
L 55-60 Dafia ligeramente las construcciones
; 6.1-6.9 Darios severos en areas muy pobladas
§ 70-79 Terremoto. Dafios graves.

Mayor a 8 Terremoto. Destruccidn total.

Adaptado de https://bioygeologia.weebly.com/escala-de-richter-y-de-mercalli.html

Nota 2: generalmente los medios de informacién reportan errébneamente que
la medicién de un sismo ha sido realizada con la escala Richter. Sin embargo es
mas probable que haya sido utilizada otra escala como la magnitud de momen-
to que se obtiene a partir de instrumentos denominados acelerégrafos o con
sismografos de alto rango dinamico.

Los sismografos convencionales, en cercanias de un epicentro y en
presencia de un sismo muy fuerte pueden saturarse y no registran toda
la amplitud de la onda sismica y, ademas, la magnitud de Richter se basa
sobre la toma de un parametro instantaneo y no puede reconocer un sismo
que provoque varios pulsos continuados de la misma o similar intensidad.
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5.2.3.3. Escala granulométrica de Udden-Wentworth (1922) y la
escala @ de Krumbein (1937).

Tal como se anticip6 en la seccién precedente, la siguiente aplicacién a la

geologia permite ser utilizada en un sentido inverso al anterior a partir del

hecho de que la funcién logaritmica es la inversa de la exponencial.
Recordemos la expresién que relacionaba ambas escalas:

d=27.d,
donde:

d =didmetro de las particulas expresado en mm.
d = didmetro de referencia iguala 1 mm.

@ = grado phi, expresa el tamafio de granos.

Si se despeja de la misma a @ se obtiene:

& =-log, di
0

Expresion que relaciona en términos logaritmicos a @ con el didmetro
de las particulas del sedimento. He aqui un ejemplo:

Se desea clasificar segiin el grado @ cierto sedimento cuyo didmetro de
granos es de 0,177 mm. Para ello se aplicard la ecuacién sugerida y en ade-
lante, d, no sera mas considerado por poseer siempre valor unitario.

Las actuales calculadoras de bolsillo estin programadas para calcular
solamente los logaritmos decimales y los naturales. Para resolver el pro-
blema planteado se debera aplicar entonces la propiedad de los logaritmos
denominada cambio de base. Tomando indistintamente a los logaritmos
decimales como nueva base se tendra que:

27 =-d —log,,2=1log,,d
de donde:
log,, d

log,, 2

sustituyendo y resolviendo:

_ log,,0.177 _—(-0.752)
log,, 2 0.301

©=25
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Capitulo 6
Limite y continuidad

6.1.Idea intuitiva del concepto de limite
y dela continuidad de una funcion

Con el concepto de limite, en Matemdtica, se trata de analizar el comporta-
miento que tiene una funcién cuando la variable independiente se acerca
a un determinado valor del dominio o toma valores cada vez mds grandes
en valor absoluto, es decir, la variable x tiende a tomar valores muy grandes
(simbdlicamente x » + ») 0 x tiende a tomar valores muy negativos (simbé-
licamente x » - «).!

Ejemplo:
Si se considera la funcién £ (x) = % dada por la siguiente graficay se

analiza qué valores toma la imagen de la funcién alrededor del valor 3 del
dominio de la funcién, situado en el eje de abscisas, es decir en el eje x,

Figura 6.1

1  Este capitulo fue escrito tomando como base el libro El cilculo diferencial, de A. Engler,
D. Miller, S. Vrancken y M. Hecklein (2007).
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y se completan las tablas 6. 1, calculando las imagenes de los valores de
x considerando valores menores y mayores que 3:

Tabla 6.1
X f(x) X fx)
2 2 4 0,6666...
2,5 1,3333333... 3,7 0,7407
2,7 1,7647 3,5 0,8
2,9 1,0526 3,1 0,9523
2,99 1,00502 3,01 0,9950

Vemos que, 2a medida que x se aproxima a 3 por valores menores que él, las
imagenes de la funcién se aproximan a 1. Del mismo modo, si x se aproxima
a3 por valores mayores que él, las imagenes de la funcién se aproximan a 1.

Es decir, los valores de la funcidn estdn préximos a 1 (f(x) tiende a 1, que se
simboliza f(x)>1) para valores suficientemente cercanos a 3 (x tiende a 3, que se
simboliza x> 3) y no se necesita saber el valor de la funcién en 3 (es decir, f{3)).

Dada la funcién f: R — Rtalque /' (x) =x" +4x . Completar la siguien-
te tabla, calculando las imagenes de los valores de x considerados menores
y mayores que -1:

Tabla6.2
X f(x) X flx)
-1,01 -5,0703 -0,99 -4,9302
-1,001 -5,0070 -0,999 -4,9930
-1,0001 -5,00070 -0,9999 -4,9993

Vemos que, a medida que x se aproxima a -1 por valores menores que
él, las imagenes de la funcién se aproximan a -5. Del mismo modo, si x se
aproxima a -1 por valores mayores que ¢él, las imagenes de la funcién se
aproximan a-5.

Es decir, los valores de la funcién estan préximos a -5 (f(x) tiende a -5, que
se simboliza f(x)—5) para valores suficientemente cercanos a -1 (x tiende a -1,
que se simboliza x—-1) y no se necesita saber el valor de la funcién en -1 (es

decir, f(-1)).
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Graficamente:

Figura 6.2
l .
; T
Sea la funcién
5x* =20
X)=——+—
f( ) x—=2

El dominio de la funcién es el conjunto R —{2}.
¢A qué valor se aproxima cuando x se aproxima a 2? Se hace una tabla
de valores:

Tabla 6.3
X fix) X f(x)
1,9 19,5 2,1 20,5
1,99 | 19,95 2,01 | 20,05
1,999 | 19,995 2,001 | 20,005
El grifico de la funcién es:
Figura 6.3
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Es decir, a medida que x se aproxima a 2, las imagenes de la funcién se
aproximan a 20.

A pesar de que la funcién no esta definida en 2, podemos analizar a qué
valor se aproximan sus imagenes.

De modo que no se necesita la imagen de la funcién en el punto que se
estd analizando sino que la funcién esté definida en un entorno del mismo
(en este caso de 2), es decir en un intervalo abierto que contenga a 2.

La funcién no esta definida en 2, sin embargo, cuando x toma valores
cercanos a 2, tanto por la izquierda como por la derecha de 2, las imdgenes
se aproximan al valor 20.

Dada una funcién y = f (x), se quiere que la variable x se acerque hacia
un determinado valor a. Por eso tendrd que moverse dentro de un intervalo
abierto que contenga a a. Este intervalo alrededor de a se llama entorno de a.
Y muchas veces nos interesa lo que sucede cuando la variable toma el mismo
valor a. Pero en general, interesa lo que sucede en un entorno de a excluyendo
el mismo valor a, lo que se llama entorno reducido de a.

Definicién

Si fes una funcién definida en un entorno reducido de a, diremos
que el limite de f (x) para x tendiendo haciaa esigual a L, o que f ()
tiende hacia L cuando x tiende hacia g,

l.imf(x)zL o f(x)—)Lcuandox—)a,

sila distancia de f(x) a L se hace muy pequefa tomando x
suficientemente cerca (pero distinto) de a.

Figura 6.4

fla)=L f === e m - -

Vemos en este caso que el limite de la funcién cuando x tiende a a coin-
cide con el valor que toma la funcién en el punto a. Es decir

flx)>L cuando x—a, f(a) existe y fla) = L
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Por otro lado, una funcién puede no estar definida en un punto y sin
embargo tener limite en ese punto. Si existe, su valor es independiente de
lo que ocurre con la funcién en el punto.

En el primer gréfico, fla) no existe, sin embargo f(x)—L cuando x—a.

En el segundo grafico fla) # Ly flx)=L cuando x—a.

Figura6.5

y = flz)

Figura 6.6

y = flx)

El siguiente ejemplo muestra que no siempre el limite existe,

f(x):{lsix>0

—1six<0
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Figura6.7

Si se toman valores de x cercanos al cero, la funcién tiene un salto, es
decir silos valores de x se acercan a cero por valores negativos (a la izquier-
da de cero), la funcién toma el valor -1 y si los valores de x se acercan a cero
por valores positivos (a la derecha de cero), la funcién toma el valor 1, con lo
cual se obtienen distintos valores del limite para la funcién en un entorno
de cero, luego no existe el limite de f(x) cuando x tiende a cero.

Estos limites, que consideran solamente valores de la funcién de un lado
del punto se llaman limites laterales. En el ejemplo,

limf(x)zlim—lz—l ; limf(x)zlimlzl;

x—0" x—0~ x—0" x—0"

Se dice que existe el limite de una funcién para x tendiendo a a si y solo
si existen y son iguales los limites laterales alrededor del punto a.

Existen distintos comportamientos que se pueden dar cuando se apro-
xima a un determinado valor a de la variable independiente, por izquierda
y por derecha, éstos pueden verse en los siguientes graficos:

Figura 6.8

y=flx)

J o

f(n):/-’““““j:

No existe lim f(x) pues
X—a

los limites laterales son

distintos y existe f(a).
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Figura6.9

No existe lim f(x) y no existe f(a).

Figura6.10

y = flz)

Existe f(a) pero no existe lim f(x)
xX—a
pues los limites laterales son distintos

Las funciones buenas con que se trabaja habitualmente, tienden en
general a su propio valor en el punto a cuando la variable independiente
tiende hacia a, por ejemplo:

limx* =9
x—3

Estas funciones son continuas para el valor a.

Mas precisamente, una funcién definida en un entorno del punto a es
continua para el valor a si

lim f'(x) = f (a)-

Si esta igualdad no se verifica, entonces la funcién fes discontinua para el valor a.
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Existen dos tipos de discontinuidades:

1. Discontinuidad esencial: cuando no existe el limite para x tendiendo a
a, es decir la igualdad anterior no se verifica pues no existe el limite.

2. Discontinuidad evitable: cuando existe el limite para x tendiendo a g,
pero la igualdad anterior no se verifica pues no existe el valor de la
funcién en g, o existe f(a) pero es distinto al valor del limite.

Volvamos al ejemplo:

5x% 20
(==

cuyo dominio es Dom /' =R —{2} donde se obtuvo que lim f (x)=20.

Six <2 y x >2 pero suficientemente cercano a 2, la funcién tiene sus
imagenes f(x) suficientemente cerca de 20, es decir que mientras la distan-
cia entre x y 2 es pequena, la distancia entre f{x) y 20 también es arbitraria-
mente pequefia. La siguiente tabla, donde d(x,2) significa, distancia de x a
2, d(f(x),20) significa distancia de f(x) a 20, muestra cémo se hacen cada vez
mas chicas esas distancias. Por lo tanto, los valores de f{x) pueden hacerse
tan préximos a 20 como se quiera, tomando x suficientemente proximo a 2.

Tabla 6.4
X f(x) d(x,2) | d(f(x),20) X f(x) d(x,2) | d(f(x),20)
1,9 19,5 0,1 0,5 2,1 20,5 0,1 0,5
1,99 | 19,95 0,01 0,05 2,01 20,05 | 0,01 0,05
1,999 | 19,995 | 0,001 0,005 2,001 | 20,005 | 0,001 0,005

El siguiente grafico muestra que cuando x estd proximo a 2 (a una dis-
tancia de 0,1), flx) estd préximo a 20 (a una distancia de 0,5).

Figura 6.11

20— 0.5
20
20+ 0.5

198 | BARBIERI Y GARELIK



En este caso la funcién es discontinua evitable en 2.
En el ejemplo visto anteriormente

f(x)z{lsix>0

—1six<0

no existe el limite para x tendiendo a 0, luego fes una funcién disconti-
nua esencial en 0.

Conclusion:
Para que una funcién sea continua en un valor a es necesario y suficien-
te que:
a. Exista el valor de la funcién en el punto, es decir, que exista f (a).
b. Existan los limites laterales, lim f(x)y lim f (x) finitos, iguales
xX—>a X—a

entre si e iguales a f (@), es decir lim f(x)=lim f(x)= f(a).

x—a

Ejemplo:
Estudiar la continuidad de la funcién
7 ( ) 2x+1 si x=>2
X)=
l si x<2,x#0
X

Dom f = R— {0}, como es una funcién definida por partes, se debe

analizar la continuidad en cada parte y luego en el punto donde puede ha-
ber un posible salto o discontinuidad.

Para x > 2, la funcién estd definida por una funcién lineal, que es conti-
nua para dichos valores de x.

Para x <2 yx #0, la funcién estd definida por una funcién racional en la
cual no tiene imagen el cero, por lo tanto es un posible punto de disconti-
nuidad. Por lo tanto se analiza el comportamiento en un entorno de 0:

.1 .1
lim—=-00 yp lim—=+0w,
x>0 X x=0" x

con lo cual no existe el lim— y hay asintota vertical x =0. Es decir, en
x—=0 x

este punto la funcién es discontinua esencial.
Para los demas valores de x <2, es continua.

Enx=2:
.11 )
lim—=— yp lim2x+1=5
-2 x 2 x—2°
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N S - .
entonces lim — # lim 2x+1, es decir lim f (x) no existe

=27 x  xo2" x—2

Luego, en 2 hay una discontinuidad esencial. Este andlisis se puede
comprobar trazando el grafico de la funcién:

Figura6.12

7

6.1.1. Propiedades del limite
Teorema de unicidad del limite

Siuna funcién y = f(x) tiene limite, este es tinico.
Propiedades inmediatas:
a. Si f eslafuncién identidad / (x)=x, entonces para cualquier va-
lor de a se verifica que limf(x) =limx=a.
X—a X—a
b. Ellimite de la funcién constante / (X) = es la misma constante,
para cualquier valor de , lim /' (x)=limc=c.
X—a X—a

c. Ellimite de una funcién polinomial p(x), es igual al valor numéri-
co del polinomio para x=a. Es decir }gnp (x) =pla).

lima x"+...+ax+a,=aa" +...+aa+aq,
xX—a

d. Siaesunnumero real del dominio de la funcién, entonces

d)limsenx=sena d,)liminx=Ina

xX—a xX—a
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d) limcos x =cos a d) lim10* =10

xX—a X—a

d)limigx=tga  aeDom(igx) d,)lime" =e"

xX—a

d) limlog x =loga

xX—a

6.1.2. Algebra de limites

Si limf(x) =LYy limg(x) =1L, ,donde L,y L, son niimeros rea-

x—a

les entonces:
a. lim[f x +g(x):| =limf(x)+limg(x) =L +L,.

X—a X—a

()

b. “m[f(X)—g(X)]:£igfgf(X)—£ig§g(X):L1—Lz-
(x)
(x)

xX—a

c. 1im[f X g(x)}z&i_r}rsf(x)igtsg(x)=Ll.LZ.

xX—a

d. limc f(x)= climf(x) =cL,, cuna constante.
x—a x—a

f(x) lim £ (x)

.l = X2a = i L #0.
e xl*rgg(x) lvl_rgg(x) L, siempre que L,

6.1.3. Limite de funciones compuestas

Dadas dos funciones fy g tal que g es continua en x = a, es decir
limg(x) = g(a)yf es continua en g(a), es decir

1imf(g(x)) = f(g(a))entonces se tiene que

lim /(g (x)) = /(g (a) = / (limg())

xX—a

Ejemplo: .
Calcular lim()c2 — 1)
x—2

4
La funcion (x2 - 1) resulta de la composicion ( f © g )(x) de las funciones
f( x) =x'y g( x) = x* —1. Para calcular el limite procedemos de la
siguiente manera:

Si x = 2 entonces x> —1—3,

Six*—1-53 entonces(x2 —1)4 — 81,
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4
Por lo tanto lim(x2 —1)4 =81= (lim x* —1) =3

x—2 x—2

6.1. 4. Limites infinitos y en el infinito. Asintotas de una funcién.

Analicemos los limites de las siguientes funciones:

.1 o1
a) lim— b) lim——
x>0 x |
Figura6.13
¥
F v b
- x T x
.1 1 .o -1 .o -1
lim—=-0 lim—=+40 Ilim——=+40 lim——=-0
x—>0" x x—=0" x = x—1 - x—1
. 1 -1
o lim| —+1 d) lim—
-0\ x x>0 x
Figura 6.14
A \
’ ¥
"""""""" T —TE e
L= x
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) 1 |

lim| —+1 |=+o0 lim — = —o0
x>0\ x x=0" x

. |

lim —2+1 =400 hm—2=—oo
x=0"\ x x—=0" x

a. Enestafuncién, amedida que x — 0™, la funcién decrece indefini-
damentey,a medida que x — 0%, la funcién crece indefinidamente.

.1 .
Entonces lim— no existe.
x—0 X

b. En esta funcidn, a medida que x — 1", la funcién crece indefinida-
mente y, a medida que x — 17, la funcién decrece indefinidamente.

.1 .
Entonces lim—— no existe.

x>l x —

c. Enestafuncién, amedida que x — 0™, la funcién crece indefinida-
mente y, a medida que x — 0", la funcién crece indefinidamente.

. 1 .
Entonces lim| — +1 | no existe.
x>0\ x
d. Enestafuncién, amedida que x — 0, la funcién decrece indefini-
damente y, a medida que x — 0, la funcién decrece indefinida-
. -1 .
mente. Entonces lim—- no existe.
x>0 x

Si tenemos una funcién con el siguiente grafico:

Figura6.15

e ¥ I g
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Amedida que x crece indefinidamente, las imagenes de la funcién se
aproximan a 2, es decir Jim f(x) =2.

X—>+00
Se dice que la recta y =2 es asintota horizontal derecha.
Amedida que x decrece indefinidamente, las imagenes de la funcién
se aproximan a -1, es decir lim f (x) =—1.
X—>—00
Se dice que la recta y =-1 es asintota hovizontal derecha.
Si se observa la funcién en un entorno de x = 3, se tiene que

lim f(x)=+00y lim f(x)=—o0 deloquesededucequela
x—3"

recta x=3 es asintota vertical de la funcién.

Recordar que oo no representa un niimero sino que expresa el comporta-
miento de la funcion o de la variable x segun sea el caso.
Simbolicamente se escribe:

lim f(x)=L paraindicar que la funcién tiende a L cuando

xX—>+00

los valores de x crecen indefinidamente.

Figura6.16

p

/ —> x

Se dice entonces que la recta y = L es asintota horizontal derecha de la fun-
cién y=f(x).
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lim f(x)=L paraindicar que la funcién tiende a L cuando
o los valores de x decrecen indefinidamente.

Figura6.17

Se dice entonces que la recta y = L es asintota horizontal izquierda la fun-
cién y = f (x).

Propiedades
.1
1. Si p>0 entonces lim — =0.
X—>+00 xp
Ejemplos:
a. lim is =0
X—>+00 X
. .1
lim —=5.lim —=5.0=0
x—>+o x X—>+0 x

. 2 . 2 . 1 2
C hm[er3 ): lim [x3+3j: lim (2+3j=0+0=0
X—>+00 X X—>+00 X X X—>+00 X X

2. Si p es un namero entero positivo tal que x” es un niimero real
para x < 0, entonces

lim L =0.
X—>—0 xp
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Ejemplos:

a. llm — = 0

X—>—00 x

1/3 13

b 5+x ) 5 x ) 5 1
- lim 73 lim T lim 5t =0

x——0 X x——0 x X x——0 x X

: 4

¢ lim =0

X—>—0 _x

Notar que si x —-» entonces —x — + por lo que v—x sitiene sentido
cuando x — -,

6.1.4.1. Asintotas Oblicuas

Algunas curvas poseen asintotas que son oblicuas, es decir, ni horizontales
ni verticales. Si
lim ( f (x)—(mx+b))=0
X—>0

La recta y = mx + b se llama asintota oblicua o inclinada porque la distancia
vertical entre la curva y=f(x) yla recta y=mux+ b tiende a cero, como en la figura

Figura6.18

Lo mismo puede ocurrir si X —> —00 .
Para hallar los valores de m y b se calculan los siguientes limites:

lim Lx):m y lim (f(x)—mx):b

x—>-o  x X——0
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entonces

y =mx + b serd asintota oblicua izquierda

tim 70—, y lim (f (x)—mx)=b

x>+ x X—>+0

entonces

v =mx+ b sera asintota oblicua derecha

Ejemplo:
2
Hallar las asintotas de la funcién £ ( x) =X —1
1 2x+1
El Domf:]R—{——}.
2
Seanalizasienx=_ l hay asintota vertical:
2
. - . ox -1
lim =+o0 y lim = —00
il 2x+1 1 2x+1
2 2

1 . .
Por lo tanto, larectax=__es asintota vertical.

2

Se analiza si tiene asintota oblicua izquierda:

2
= 11 xz(l_lzj - |
m=lim 2X+L i X~ xl = lim —*-=
X——0 X x>0y +1 x X——0 x2 (2 + J X——0 P
x x
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1

, L 1
Por lo tanto la asintota oblicua izquierda es larectay=— y — — .

Se analiza si tiene asintota oblicua derecha:

2_ 1
- -1 1 x2(1—2j - 1
m=lim 2X*L— jim 2= ~_ lim = lim =2
X—>+00 X X400 2X+1 X X—>+00 x2 (2+j X—>+00 P 2
X X

o (x*-1 1 . [2x*-2—-(2x+1)x (22 —2-2%% —x
b=lm|——x|=lim| —— 7 = lim| — = = " |=
oo 2x+1 2 x40 (2x+1)2 faress (2x+1)2

Por lo tanto la asintota oblicua derecha eslarectay=_y — — .

Su grafico es
Figura6.19

6.1.5.Indeterminacion del tipo X
)

Para calcular lim f (x)[y lim f (x) se factoriza, si es posible numera-
xX—>—00 X—>+0

dor y denominador para poder aplicar propiedades.
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Ejemplos: 1
L Jim (3x3 —x? +1) = lim x° (3—+2j = +00
X—>+00 X—>+00 X X

1 1
Notar que — —0,— =0, x* — +o00 cuandox — +w
X

3+l

lim —=&
X—>+00 ) _é
X

pues 1/x—0,3/x — 0 cuando x — +x.

2

)c2(2—1+1
X X

).

2_
30 gim 255 i

x>+ 3x 45 X+ x(s N Sj X—>+00 3
X

4. lim

5+———=
5x2+6x—1_1. x( x X

lim

=+
+i
X
6 1
x X

= lim
v P — x7 4+ 3x H-wxg( 1 3

Observemos que evaluando, el numerador tiende a la constante 5, y el

denominador tiende a +e.

6.1. 6. Indeterminacién del tipo (- «)
Ejemplos:

X—>+00

llm[r (1+ +) ZxJ—llm

X—>+0

1. lim (\/x2+5x+1—2x)= lim[ xz(

lim (x. (1+5+12] —ZxJ = lim x
X—>+00 X X X—>+o0

1+§+—
X

1
2

‘2"]:

(x (1+i+;]_2x]:

Como x estd definida a través de valores positivos entonces |x| =

|

5 1
I+=—+—
X X

-

Como x—+w la expresion dentro del paréntesis tiende a -2.
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1

2 1 2
4
4l x (3++)—1 X33+ 5+,
4fr 4 2 _ 2 4 2 2
2. lim 3x"+2x" +1 lzlim x° x — lim x> x
X——w0 7y —1 x—>—0 2y —1 X—>—0 27y —1

Como x crece a través de valores negativos se tiene que |x| = -

—x4/3+—+——1

11m
2 1 1 2 1 1
-X 4/3+—+——— - 4}3+—+———
) [ 2ot x} ) [ Xt xJ i3
lim 1 == lim I = 5
: x(Z—) ’ 2——
X

Nota: \/_ |x| sines par.

3. lim V2% +x+4 —2x% +3x -2

X+

Se observa que:

/ . / 1 4
lim 2x +x+4 —hm x‘ 2+ +——11mx 2+—+— =
X—>+0 X—>+0 X—>+0 X X

Luego se presenta la forma += - » para la que no existe ningin teore-
ma que nos permita dar el resultado. Cuando se presenta esta situacion,
primero se racionaliza y luego se evalta el limite con el proceso que ya
conocemos:

lim (J2x2 Fxt+4—2r +3x—2):

X—>+0

\/ 2x +x+4+\/2x2+3x 2
V2 +x+4 420 +3x-2

lim [\/2)c2+x+4—\/2x2 +3x—2}

X—>+0

2x2+x+4—(2x2+3x—2) ) 6—2x
lim m -
= Jox? 4 x+ 443260 +3x-2 H*wx\/2+1+1+x\/2+3_2 -
X x2 X x3

{52 ) 1
lim ad = lim d =

X—>F0 _xawo 2
x[\/2+1+12+\/2+3—23j [\/2+1+12+\/2+3—23J 2
X X X X X X X X
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4. lim \/)c2 —x—%/x3+l

xX—>—0

Observar que:

lim v x —x—11m|x|‘f1———lim—x‘/l—l=+oo
X—>—00 X—>—0 X—>—00 x

y

lim Jx* +1 = lim x3/1+L:—oo

X—>—00 X—>—0 X

Por lo que en este caso se presenta la forma « - (-x), 0 sea, « + = conclu-
yendo que:

lim \/x —-Xx - \/x +1 =400

x—>—0

También se puede tener esta indeterminacién cuando la variable x tien-
de a un nimero finito.
Ejemplo:

) 1 1
lim > -
=2 \(x" -4 x-2

Alreemplazar la variable por 2, se obtiene la indeterminacién (« - »), por
lo que se debe realizar un trabajo algebraico para resolver este limite.

1 1
li - =i =
Xi‘il[xz_4 x_zj xi‘?[(x 2)(x+2) x—ZJ
—x+1)

Ya que como x—2*, el numerador tiende a -3 y el denominador a cero,
por eso el cociente tiende a -w.

6.1.7. Limites que involucran la funcién exponencial
y la funcién logaritmica

Teniendo presente las representaciones graficas de las funciones exponen-

ciales y logaritmicas, se estudian aquellos limites que involucran funciones
delaforma g(x)=k"")con k constante.
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Ejemplos:

1.

2

lim 32~
x—2

En este caso se tiene la funcién exponencial de base 3.

el denominador tiende a cero cuando x—2,

En la expresion
2—x

por lo que se analiza el comportamiento de esta expresién cuando

x — 2%, ycuando x —2°.

a. Si x— 2" entonces x > 2, (2 —x)< 0, por lo que — x +2— 0-y

2 2
—— — —00 entonces R 2—x ues se trabaja con la funcion
2—x 32x 50 p J

2

exponencial con base mayor que 1. Luego lim 32 =0
x—2"

Si x = 27 entonces x< 2, (2—-x)>0, porlo que

2
2-x—0" y STt

Como el exponente de la funcidn exponencial tiende a mas infinito
entonces:
2
37 = 40
2

cuando x — 27 y por tanto: ]im 32-* = +o0
x—2"

2
Como los limites laterales son diferentes entonces [jm 32-* no existe.
x—2
2%
. 1 \x+l
lim| —
x—>-1\ 4
Se trabaja con la funcién exponencial, pero ahora la base es %4,0< % <
1,y se calculan los limites laterales nuevamente pues el denominador

delaexpresiéon 2x tiende a cero cuando x—-1.

x+1

2x

1

L.
lim | — " Six—> -1 entonces x>-1 y (x+1) >0 por lo que
x—>-1"\ 4
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. 2x
(x+1) — 0 y como 2x— -1 se tiene que —l — —oo . Luego

X+
2x
. 1 x+1
lim | — = 400
x—>—1" 4
2x

hm (lj x+1
x—-1\ 4

Si x<-1, (x+1) <O por lo que (x+1) — ()~ y como 2x—-1 entonces

2x
—— >+
x+1
2x
. (1)
Luego lim [—) =0
x—-1" 4
2x 2x
N B N 8 B E
Como lim | — # lim | —
x—-1" 4 x—-1" 4
2x
(ljm |
entonces |im| — no existe.
x—>-1 4
4x+1

lim ——
S0 (2x+3)

Se observa que cuando x—-1 se tiene que 4x+1—-3y 2x+3—1 porlo
que In (2x+1)—0. Como el numerador tiende a una constante, y el
denominador tiende a cero, es necesario calcular los limites laterales
como sigue:

. 4x+1
lim ——
=>-1" In(2x +3)
Como x—-1* entonces x> -1 y 2x> -2 por lo que 2x+3 > -24+3 y

por tanto 2x+3 > 1, de donde In (2x+3) > In1 y se tiene que In

(2x+3)—0". Luego
. 4x+1

lim —

x>-1" In (2x + 3)
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b1 4x+1
- lilm ———
s>-1 In(2x+3)

Comox > -1 x<-1=22x<-2=2x+3<-2+3=2x+3<1,

In(2x+3)<In1=In(2x+3)<0=In(2x+3) > 0

Porlotanto: |im ﬂ =+00

= In(2x+3)

Como los limites laterales son diferentes, se concluye que:
. 4x+1 .

lim ———— no existe.

x>-1]n (2x + 3)

6.1.8.Un limite importante

Se puede demostrar que |im senx _ 1

x—0 X

Siseloanaliza, se ve que a medida que x—0, el numerador tiende a cero
y el denominador también, es decir se tiene una indeterminacién del tipo

0 PR . .
— que no se resuelve con ningin método de los ya vistos. Sin embargo, el

cociente se aproxima a 1 y esto puede analizarse desde un punto de vista
geométrico.

, . . T . .
Se toma un dngulo medido en radianes 0 <x < 2, en la circunferencia

2

trigonométrica (de radio 1).

En el grafico se ve que area del tridngulo aob < drea sector circular < drea
del triangulo cod.

cos X senx I’x  ligx

2 2 2
senx
cosxsenx < x <
COS X
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COS x senx X senx
< <

senx senx COS x senx
1 senx
> >COSXx
COS X X
Figura 6.20

s5en

Como lim =1 y limcosx =1, por el teorema de estriccién,
x=0 cOS X x—0
. senx
lim =1.
x>0 x

Este limite se utiliza para resolver otros limites que involucran funcio-

nes trigonométricas en una indeterminacién del tipo — .

Otros ejemplos:
2 2
o fim Y s (20) Ly sent 11
=0 6x =0 3 2x 3 t 3 3

t—0

En la segunda igualdad, se realiza la sustitucién t = 2x y cuandox— 0,

2x— 0, es decir t— 0.

b pin '8 (21)

t—0 t
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Sustituyendo la variable se tiene una indeterminacién del tipo ~ Para

poder usar el limite especial, se realiza la sustitucién 0
sen(2t)
oy Senl2).
(%) cos(21)
lim 280 g3 GO 1o sen(2) 2
=0 ¢ =0 cos(2r) ¢ >0 2t cos(2r)
Cstim ) 2 _510-0

>0 2t 0 cos(2¢)

6.2. Funciones continuas

En la seccién anterior se defini6 que una funcién f (x) es continua en a siy
solo si limf(x) = f(a) . Es decir, una funcién es continua en a si esta de-
X—a

finida en ese valor del dominio (existe f(a)), si existe el limite de la funcién parax
tendiendo al valor a (existe lim f' (x)) y si este limite coincide con la imagen de
X—a

la funcién en el punto (se verifica la igualdad lim f (x) = £ (a)).

Si alguna de estas condiciones no se verifica, la funcién es discontinua
ena.

Tipos de discontinuidades

1. Evitables: en este caso no se cumple que exista f (a) pero existe

lim 1 ( x) 6 existe f (@) y existe lim f ( x) pero son distintos
x—a

xX—a

(lim f ( x) = f (a) ). En este caso, se puede modificar la funcién
en el punto asigndndole a f (a) el valor del limite.

2. Esenciales: en este caso no existe el limite de la funcién en el punto.
La discontinuidad esencial puede ser una discontinuidad de salto (el
limite no existe porque los limites laterales son distintos) o una dis-
continuidad infinita (al menos uno de los laterales es un limite infinito,
es decir no existe el limite finito). En estos casos no se puede salvar
la discontinuidad en dicho punto como en el caso de las evitables.
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Ejemplos:

Figura 6.21

f

Esta funcién no est4 definida en 5 pero lim f (x) = 2. Por lo tanto es

discontinua evitable en 5.

x—5

Figura 6.22

o

&

§

Esta funcién estd definida en 5:
f(5)=1, 1ingf(x) =2 pero linslf(x) + f(5) . Por o tanto es disconti-

nua evitable en 5.
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Figura 6.23

Esta funcién estd definida en 5:
f(5)=1, peronoexiste el Jim f ( x) pues

x—5
lim f(x)=1Y lim f(x)=2-
x—)S’f( ) x—)S*f( )
Por lo tanto es discontinua esencial en 5 (discontinuidad por salto).

Figura 6.24

Esta funcién no estd definida en 5 y no existe el limf(x) pues
x—5

lim f (x) =400 ¥ lim f ( x) = 400 . Por lo tanto es discontinua esencial

x—5"

en 5 (discontinuidad infinita).
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6.2.1. Funcién continua en un intervalo abierto

Una funcién es continua en un intervalo abierto si es continua en cada
punto de dicho intervalo. Simbdlicamente: f (x) es continua en el intervalo
(a,b) siy solo si es continua para todo x € (a,b).

Ejemplo:

Analizar la continuidad de la funcién A (x) = en el intervalo (-1,1).

2
X —

Por ser una funcién racional, es continua en cada nimero real excepto
en los que anulan el denominador, 1y-1. Como estos valores no pertenecen
al intervalo, la funcién es continua en el intervalo (-1,1).

Ejemplo:

x_
2_

Analizar la continuidad de la funcién A (x) = en el intervalo (-2,2).

X
Por ser una funcién racional, es continua en cada nimero real excepto
en los que anulan el denominador, 1y -1, los cuales son puntos de discon-
tinuidad. Analizando qué tipo de discontinuidad hay en cada uno de ellos,
se tiene:
En-1:
La funcién no esta definida.
| . x—1 . 1
lim ——= lim = lim —=-
x> x7 =1 xo-l (x—l)(x+l) x> x+1

Como no existe el limite para x> -1, la funcién es discontinua esencial
en ese punto.

En1:
La funcién no estd definida en 1.
| . x—1 . 1 1
lim —— = lim Iim——=—

ot =1 ot (x=1)(x+1) = x+1 2

im X —fjm XL b2t
o =1 o (x=1)(x+1) =l x4l 2
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Como existe el limite para x> 1, la funcidn es discontinua evitable en 1.
Luego, h (x) es continua en (-2,-1) U (-1,1) U (1,2).
La grafica de la funcién sera:

Figura 6.25

6.2.2.Funcién continua en un intervalo cerrado

Para analizar la continuidad en un intervalo cerrado, se necesita definir
continuidad por derecha y continuidad por izquierda de un valor pues, al
considerar la funcién definida en el intervalo cerrado [a,b], dicha funcién
no estd definida a la izquierda de a ni a la derecha de b.

Una funcién es continua a la derechadeasi [im f (x) =f (a).
x—a*

Una funcién es continua a la izquierdade a si lim (x) =f (a).

x—a

Una funcién es continua en un intervalo cerrado [a,b] si es continua en
cada punto del intervalo abierto (a,b) y es continua a la derecha de a y es
continua a la izquierda de b. Simbdlicamente: f (x) es continua en el inter-
valo [a,b] siy solo si es continua para todo x € (a,b),

© lim f(x)=7(a).
© lim f(x) = f(b).
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Ejemplo:
Analizar la continuidad de la funcién
X +2x—1si—-1<x<1
g(x)= .
7-2x sil<x<2

1. Seanaliza la continuidad en el abierto (-1,2).
Como cada tramo que define a g(x) es una funcién polinomial, pues
x> +2x—1es continua en (-1, 1) y 7 —2x es continua en (1,2), el
tnico valor donde puede haber una discontinuidad es en 1.
limx*+2x-1=2 vy lim7—2x:5

x—>1 x—1

Es decir, [; ) porl . . ’
s decir, llmg(x) £ lg}}g(x) por lo tanto no existe llmg(x)

x—1" x—1

con lo cual g(x) es discontinua esencial en 1.

2. Seanaliza la continuidad a la derecha de -1.

lim x° +2x—1:—2:g(—1)

x—>—1"

Por lo tanto es continua a la derecha de -1.

3. Seanaliza la continuidad a la izquierda de 2.

1im7—2x:3:g(2)

x—2"

Por lo tanto es continua a la izquierda de 2.
Luego, g(x) es continua en [-1,1) y en (1,2]. Graficamente:

Figura 6.27

S

©
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6.2.3. Teoremas de funciones continuas

Las funciones que son continuas en un intervalo cerrado tienen ciertas pro-
piedades especiales:

Teorema de la conservacion del signo

a. Sif(x) es continua en a y es positiva, es decir f (4) > 0, existe un in-
tervalo abierto que contiene a a tal que f(x) >0, para todo valor x que
pertenece a un entorno de a, es decirx € (a— 6, a + 8).

b. Sif(x) es continua en ay es negativa, es decir f (@) < 0, existe un inter-
valo abierto que contiene a a tal que f(x) <0, para todo valor de x que
pertenece a un entorno de 4, es decir x € (a—6, a + §).

Este teorema permite interpretar que si una funcién es continua para un
valor a, podemos asegurar que las imagenes de la funcién tienen el mismo
signo que el valor del limite de dicha funcién cuando x se aproxima al valor a.

Teorema del valor intermedio
Siy=f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] donde f(a) = f (b) y

k es un nimero real cualquiera comprendido entre f (@) y f(b), existe al menos un
nimero real ¢ perteneciente al intervalo (a,b) tal que f(c) = k.

Figura 6.28
v A
o) __
fomsroeee e a
¢ fla) ]
a c b ;

Geométricamente, el teorema asegura que si una funcién es continua
en un intervalo cerrado, su grafica debe intersecar al menos una vez a la
recta de ecuacion y =k, cuando ese valor k esta entre f(a) y f (b), es decir f ()
<k <f (b). Esto significa que si la funcién es continua en un intervalo cerra-
do, toma todos los valores entre las imagenes de los extremos del intervalo.
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¢Por qué es importante la condicién de continuidad de la funcién en el
intervalo cerrado [a,b] para poder asegurar que existe el valor ¢?

Ejemplo:

x+2 —-1Z5x<2
Sea la funcién f(x)z 1
—x+5 2<x<4
2

sEsposibleaplicarel teoremadelvalor intermedio ensudominiodedefinicién?
El Dom f=[-1, 4]. Ademas, f(-1)=1y f(4) =
Six € (-1,2), (x+2) es continua por ser pohnomica.

Six € (2,4), (= x+5) es continua por ser polindémica.

Analicemos la continuidad en 2.

|
lim(x+2)=4; hm —x+5|=6
x—2" 2

Por lo tanto, como los limites laterales son distintos, el limite no existe y
la funcién no es continua en 2, pero este valor pertenece al intervalo, luego

fno es continua en [-1,4]. De modo que no es posible aplicar el teorema del
valor intermedio. Graficando la funcién

Figura 6.29

k=5
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En la grifica vemos que si k es un nmero real comprendido entre 4 y 6,
no existe ningan valor de ¢ € (-1,4) tal que f (¢) = 5.

Elteorema del valor intermedio también es util para determinar la exis-
tencia de raices de una funcién en un intervalo cerrado.

Ejemplo:
Seala funcién f(x) = M ,
x+1
usar el TVI para determinar si tiene alguna raiz en el intervalo [0,2].
El dominio de la funcién es Dom f= R - {-1}, por lo tanto es continua en
el intervalo [0,2].

, Sl

Se calcula el valor de las imagenes de 0y 2, es decir f0) =-6 y f(2) = z
3

se toma k=0en el intervalo [f(0), f(2)] = ‘:_6, Z:| , por el TVI existe
3

c € (0,2) tal que f (c) = 0. Luego la funcidn tiene una raiz en el intervalo [0,2].
Si se quiere hallarla, se puede calcular igualando la funcién a cero

2(2x—

M=0:>2(2x—3)=0:>2x—3=0:x:§e(o,2)
x+1 2

Es decir, la raiz buscada es x = E .

Segin el ejemplo anterior, si y =f (x) es una funcién continua en el intervalos
cerrado [a,b] tal que f (@) y f (b) tienen distinto signo, se puede tomar k =0 que
estard comprendido entre f () y f (b), de manera que en el intervalo (a,b) exista
por lo menos un niimero real ¢ tal que f(c) = 0. De modo que ¢ es una raiz de la
funcién dada.

Esto puede enunciarse en el siguiente teorema:

Teorema de Bolzano

Siy =flx) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] v f (a) y f (b)
tienen signos opuestos, entonces existe al menos un nimero real ¢ € (,b)
tal que f (c) =0, es decir ¢ es una raiz de f (x).

¢sPor qué es importante verificar primero si la funcién cumple las condi-
ciones de continuidad en el intervalo cerrado y que la imagen de los extre-
mos del intervalo tengan distinto signo?
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Figura 6.30

A F 3
v y
L / ﬁ“‘”\’ /\
ij// b % a C1 c\jb 'x
fla)}---- ) '

1 s5si-2<x<0

Por ejemplo, la funcién ¢ ( x) =
—1si 0<x<2
f(-2)>0y f(2) <0 pero no es continua en 0, esta funcién no tiene raices
en el intervalo (-1,1).
Por ejemplo, la funcién

g(x)=x*+1 si xe[-11]

es continua en este intervalo pero g(-1) >0 y g (1) > 0, esta funcién no
tiene raices en el intervalo (-1,1).

Con estos ejemplos se muestra, que para poder aplicar el teorema se
deben verificar las dos condiciones, de lo contrario, si alguna de ellas no se
verifica, no podemos asegurar nada sobre la existencia de una raiz.

Ejemplo:

[ 2
Seala funcién g (x) = M

x+3

Determinar si tiene una raiz real en el intervalo [-5,1].

Justificar la respuesta.

El dominio de la funcién es Dom f=R - {-3} y por lo tanto no es continua
en el intervalo dado. Como no se cumple una de las hipétesis del teorema
no se puede asegurar nada de la existencia de raices en el intervalo.

¢Es posible analizar si tiene raices de otra manera? Seguro que si, por
ejemplo es posible graficarla utilizando un software que permita hacerlo y
analizar si la curva interseca al eje x, o igualar la funcién a cero y hallar el o
los valores de x que anulan la funcién, entre otras posibilidades.

Con este ejemplo se quiere mostrar que si la funcién cumple con las
condiciones que pide el teorema, el mismo permite asegurar la existencia
de las raices pero si alguna de las condiciones no se cumple, no es posible
asegurar nada sobre la existencia de las mismas.
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Capitulo7
Razon de cambio y funcion derivada

7.1.Razén de cambio

Todos los procesos geoldgicos deben ser entendidos como la interaccién
de varios procesos fisicos, quimicos y biolégicos. Por ejemplo, el progresi-
vo enterramiento de los sedimentos es un proceso que implica la compre-
sién, el aumento de la temperatura y la alteracién quimica de los mismos;
la actividad bioldgica tal como la bioturbacién es un proceso que permite
mezclar y modificar la estructura de los sedimentos mas superficiales; la
convergencia de dos placas tectdnicas es un proceso que puede derivar en
la formacién de montafas, etcétera

Todos estos procesos suceden con un cierto ritmo que puede ser expre-
sado de diferentes modos, como por ejemplo: el enterramiento de los sedi-
mentos puede suceder a razén de 1 metro cada 1000 afios; la bioturbacién
de los organismos puede revolver el 10% de la capa superficial de suelo en
un afo; la convergencia de dos placas puede verificarse a razén de 4 centi-
metros por afio, entre otros.

Cualquiera sea la forma expresada, todas representan una variacion,
un cambio que se ha producido en un cierto periodo de tiempo. En este
sentido es muy importante recordar los siguientes puntos:

« Un cambio o variacién de una magnitud se produce cuando se pasa
de una condicién inicial a una final. Para calcular este cambio, siem-
pre, se deberd restar al valor de la condicidn final el valor de la inicial.

« El cambio se simboliza con la letra griega A (delta) y puede asumir
valores positivos o negativos.

« Cuando se realiza el cociente entre las variaciones de dos magnitu-
des, se obtiene la razén de cambio.

« El valor absoluto de la razén de cambio promedio indica la rapidez del
cambio.

Engler y otros (2007) plantean los ejemplos 1y 2, en los que analizan
razones de cambio y su correspondiente interpretacion.

Ejemplo 1:

La cantidad de calor h (en joules) que se necesita para convertir un gra-
mo de agua en vapor es funcién de la temperatura t (en °C) de la atmdsfera
segun la ley:
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847520

h(t
(="
Sabiendo que A# es la variacion de la cantidad de calor expresada en

joules y A% es 1 variacién de la cantidad de calor con respecto al cambio
At

de temperatura, si se calcula la razén de cambio promedio en un intervalo

de temperatura de la atmdsfera, por ejemplo para 0 <¢ <15,

Ah=j—p =200 7520 _ 4y y AR__40
‘ 3 3 At 15

Si el intervalo fuera otro, por ejemplo15 <7 <30
M, TR0 a4
A
At 15
Es decir, la conclusién que se obtiene en este ejemplo es que tomando
intervalos de igual amplitud, las razones de cambio promedio se mantie-
nen constantes.

Ejemplo 2:

Un globo esférico se infla con un gas.

1. Encontrar la razén de cambio media del volumen con respecto al ra-
dio cuando este cambiade 2ma2,5 mycuando cambiade2,5ma3 m.

2. ¢Esposible calcular la variacién del volumen cuando el radio es exac-
tamente 2,5 m?

3. Paracalcularla razén de cambio media en el intervalo [2,2,5] se pro-
cede de la siguiente manera:
AV V(2,5)-V(2) _31,9395

3
~ - 63,8797
Ar 2,5-2 0,5 m

Para calcular la razén de cambio media en el intervalo [2,5,3] se procede
de la siguiente manera:
V(3)-Vi(2,5 3
AV _V()7V(25) 4T.6474 _ o5 ngu0m’
Ar 3-2,5 0,5 m
4. Para calcular la variacién del volumen cuando el radio mide exacta-
mente 2,5m, es posible calcular la razén de cambio promedio toman-
do intervalos ala derecha y ala izquierda de 2,5 respectivamente:

Si 2,5<r<2,51 larazén de cambio media es:
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V B 3
(2.51)-V(2.5) 0,785 o oom’
2,51_2a5 0’01 "

Si 2,5<r<2,501 larazén de cambio media es:

V B 3
(2,501)-7(2,5) ~ 0078571 _ ¢ 79
2,501-2,5 0,001 "

Si 2,5<r<2,5001 larazén de cambio media es:

¥ (2,5001)—V (2,5 E 3
(2,5001) (,)57,85429.10 _ 78,5420
2,5001-2,5 0,0001 m

Si 2,49<r<2,5 larazdén de cambio media es:

V(2,5)-V(2,49) _0,78226 ’

= =78,226-
2,5-2,49 0,01 m
Si 2,499 <r<2,5 larazén de cambio media es:
Vi(2,5)-V (2,499 3
(2,5)-V (2, )20,078508:78’508;717
2,5-2,499 0,001 m
Si 2,4999 < r <2,5 larazén de cambio media es:
V(2,5)-V(2,4999 3
(2:5)-V( );7’85366=78,5366”’—
2,5-2,4999 0,0001 m

Si se siguen calculando razones de cambio medias en intervalos alrede-
dorde 2,5, se observa que todas las razones son diferentes y se aproximan a

3 . .
78,5 ™ _ tanto ala derecha como a la izquierda de 2,5.
m

Se podrian realizar las siguientes preguntas, que se responden mas
adelante:
« ;Qué diferencia fundamental se puede observar en los dos @timos
ejemplos?
« ;Porquéen el tltimo problema se hace necesario calcularla razén de
cambio en un instante particular?

Ejemplo 3:

Aparicién de los icnogéneros a lo largo del e6n Fanerozoico

El siguiente grafico ilustra la distribucién de los icnogéneros marinos
segln su aparicién a lo largo del Eén Fanerozoico. Un icnogénero es toda
huella 0 marca que ha sido dejada por un organismo vivo y que se ha pre-
servado en un sedimento o roca sedimentaria. Las pisadas, los nidos, las
cuevas, entre otros, son ejemplos de ellos. La informacién alli contenida
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estd ordenada segiin los periodos geoldgicos y los habitats de pertenencia
de dichos icnogéneros.

Figura7.1. Diversidad de icnogéneros desde el Precambrico al Terciario.

Formas de aguas profundas
w Formas batimetricamente independientes

{ Formas de aguas someras

60 ~

50

40 -

30|

.

20

Diversidad de icnogéneros

10

Fuente: Adaptado de Crimes, 1992.

El grafico de Crimes ilustra como aparecieron y evolucionaron las for-
mas de vida marinas a partir de las huellas que dejaron. Desde la explosién
del Cambrico, momento en que aparece la gran mayoria de los géneros, es-
tos, sufrieron variaciones de nimero moderadas, a excepcién de las formas
de vida de aguas profundas durante el Creticico y el Terciario. Si se extrae
la informacidn del grafico y se la ordena convenientemente como muestra
la tabla 1, serd posible conocer, por un lado, la duracién en millones de afios
de cada periodo geoldgicoy, por el otro, completar la tabla 2.

230 | BARBIERI Y GARELIK



[L]o]cfL]la]afla]s]os]|]odo]| od sauoioele) |

sepunjoid senby

Llofcf1fdafalals]|o 2 od s013u9BoUI)|

[L]o]lcleld]alals]|o-s|od- o] od SQUOTORT.IEA |

sajualpuadapuy

Llofcf1tfafalals]|o 2 od so1auloud)|
0C z=0C

LlofclL]ld]lafla]ls]|os]| oo od S8UOJBLEA

[44 14 Selawos senby

Llofcf1fdafalals]|o 2 od soJaugBoud)|

odwal [9p ugdEeLIEBA B| UNSSS S0I9U30UdI 9P 0JBWNN 7/ B|qel

(6007) 0314g BIpNE|D BUaN4

sepunjoid senbe ap

8¢ 43 07 07 6 0T 07 8 14 - 5018U3BOUDI 8 N
BJIBWIE] | 3p

8 6 ST ST 12 91 1) 1) L T sejusipuadapul
sosaugboudl ap N

4 Selawos senbe ap

ST 6T (114 0¢ 67 TC 0¢ TC 44 S018UaBOUdI 8 N
6'¢9 08 199 v'6v 8y 53 <9 8¢ Sy €9 80vE (en) opoiad
epe? ap ugioeIng

97699 | §°99-GG¥T | §'S¥T-9T0C | 9T02-15C | TGC-66¢ | 66C-7SE vSe-9Ty | 9Ty vy rir7-687 687-¢vS | Z¥S-0S6€ (ew)
oleIoIaL 001981810 oaiseing 00lsell | oolwsad | oowggrep | oowgnsq 0oun|is 0o191n0pI0 | oouquie) | iqueoaid opollad

01130|023 opouiad |2 un3das sope||ey soiauadoudl ap pepiaue) ‘L "/ e|qel

| 231

ZON DE CAMBIO Y FUNCION DERIVADA

Ra



Completada esta ultima sera posible conocer el nimero de icnogéneros
que aparecieron en un determinado periodo de tiempo.

El contenido de las tablas 7. 1 y 7. 2 no son otra cosa que ntumeros de
icnogéneros y tiempos en millones de afios y por lo tanto serd posible es-
tablecer un aspecto evolutivo muy importante como es la rapidez con que
fueron apareciendo los icnogéneros en relacién a un tiempo considerado.
A esta rapidez se le denomina razén de cambio.

Para calcular la razén de cambio serd necesario entonces relacionar los
cambios de ambas magnitudes y para ello se deberd completar la tabla 7. 3
que ilustra la variacién de los icnogéneros de aguas someras con respecto
al tiempo. De la misma manera, tablas equivalentes, se deberdn construir
para poder estudiar la variacién de los otros dos grupos de icnogéneros.

La razén de cambio de la aparicién de icnogéneros con respecto a un
intervalo de tiempo da como resultado la velocidad promedio con la que
aparecen o desaparecen los icnogéneros respecto del tiempo de duracién
de los periodos geoldgicos. La aparicion de valores negativos indicard la
extincion de alguno de ellos.

Tabla7.3. Icnogéneros de aguas someras

Variaciéon en la Variacién en la aparicién de icnogéneros
Intervalos aparicién con respecto al iempo
de de icnogéneros
tiempo (Ma.) E L
Al=Ii—-1; At b —
1(542) — I(3950) 2—0
—————=———=——=0.0006
de £=3950 a t=542 2-0=2 —542 — (—3950) 3408 3408
I7489) —I(542 22-2 20
(489) (42) = — =0.377

det=542 a t=489 22-2=20 —489— (—542) 53 53

det=489 at=444

Asi sucesivamente hasta completar la vanacién en la aparicion de icnogéneros entre periodos

En otras palabras, cudl ha sido el cambio en el nimero de icnogéneros
por cada millén de afios trascurrido en el intervalo de tiempo considerado.

La variacién de la viscosidad del petréleo en funcién del cambio de la
temperatura, la variacién de la porosidad de un estrato sedimentario en
funcién de la profundidad de enterramiento son otros ejemplos de razén
de cambio.
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Ejemplo 4:

Porosidad vs profundidad

El grado de compactacién de las rocas durante el enterramiento puede
ser expresado como la pérdida de porosidad en funcién de la profundidad
alcanzada por una roca durante el enterramiento y puede ser expresado
como una razén de cambio. Pero este proceso no es constante, Como por
otra parte no lo son la gran mayoria de los procesos naturales. Al comienzo
la pérdida de porosidad serd elevada para luego ir disminuyendo muy len-
tamente. En superficie, la pérdida de porosidad por km de enterramiento
podria ser del 50% lo que significa que la porosidad se habra reducido de
un 50% a 1000 m de profundidad siempre que el proceso de compactacién
se mantenga constante hasta alcanzar dicha profundidad pero, como ya
anticipado, en la practica esto no sucede y la pérdida de porosidad serd
mucho menor.

Para evitar esta dificultad la razén de cambio sabe ser expresada en tér-
minos de su variacion instantanea.

La siguiente tabla representa la variacién de la porosidad en funcién de
la profundidad a la que se encuentra una roca:

Tabla7.1
Profundidad Porosidad
(km) (%)

0.2 51.1
0.4 38

0.6 28.8
0.8 21.7
1.0 16.3
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Si se procede a graficar los valores de la tabla se obtiene la siguiente figura:

Figura 7. 2. Variacion de la porosidad en funcion de la profundidad

60,

I
o

-

=)
P>
>

Porosidad en %
@
a

10

o 0,2 0,4 0,6 0,8
Profundidad en km

Como se observa, en superficie la roca posee una porosidad del orden
del 68 % y la misma va decreciendo siguiendo un patrén exponencial, lo que
implica que la pendiente de la misma no es constante. Para una profundi-
dad de 0.8 km tomada arbitrariamente, se obtiene un valor de la pendiente

de-30,9 que se obtiene calculando la relacién AY para la recta tangente a

AX

la curva en el punto que tiene como abscisa a la profundidad de 0.8 km. Ala

relacién AY sela denomina gradiente de la recta tangente y representa la

AX

variacién instantanea de la porosidad a la profundidad de 0.8 km.

Eventualmente es posible profundizar ulteriormente el analisis de esta
actividad, completando la tabla que se propone a continuacién a partir de
los datos de la figura 7.2, repitiendo para varias profundidades la misma
operacién realizada para el punto 0.8 km.

Tabla7.2
Profundidad Porosidad Gradiente

(km) (%) (%/km)
0.0 68 -97.1
0.2 51.1 -73

0.4 38 -54.8
0.6 28.8 -41.2
0.8 21.7 -30.9
1.0 16.3 -26.8
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Si ahora se grafica la curva gradiente versus profundidad se obtendra
la siguiente figura:

Figura 7. 3. Gradiente versus profundidad

. Profundidad en km

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Gradiente (% / km)
\

De la misma serd posible obtener directamente la variacién instantdnea de
la porosidad para cualquier profundidad simplemente ingresando al grafico
con la profundidad y por medio de la curva leer el correspondiente gradiente.

Sin embargo lo mis destacado de la segunda parte de esta actividad,
es resaltar el significado intrinseco de la grafica de la figura 7. 3. La misma
preanuncia la seccidén siguiente en cuanto a que representa la funcion de-
rivada de la funcién obtenida inicialmente al graficar la porosidad en fun-
ci6n de la profundidad.

Definicion

Dada una funcién y = f(x), se llama razén de cambio promedio (o
media) de y respecto a x en el intervalo [ x;, X, ] al cociente entre el
cambioenelvalordey, Ay = f(xz)—f(x1 ) ,y laamplitud del
intervalo Ax = x, —x,, en el cual ocurrié el cambio.

La raz6n de cambio promedio es:

Ay _ S(x)-f(x)
Ax X, — X,
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Graficamente:

Figura7.4

> Ay=Af=Fine) F)

Y

Como Ax = x, —x,, se puede despejar x, =x, +Ax ,y

Ay = f(x, +Ax)- f (xl) por lo que la razén de cambio media resulta:

Ay _ S5+ A0~ f (%)
Ax Ax

En la tabla del ejemplo de los icnogéneros, hay razones de cambio
promedio positivas y negativas. La interpretacion para este caso es: si la
razén media de cambio es positiva, por ejemplo 2,98.10° significa que la
cantidad de icnogéneros decrecié durante ese intervalo a razén de 2,98.10°
icnogéneros por millén de afios. Si la razén media de cambio es negativa,
por ejemplo — 0,01 significa que la cantidad de icnogéneros crecié durante
ese intervalo a razén de 0,01 icnogéneros por millon de afios. Esto serd asi
siempre que la diferencia del denominador del cociente sea negativa, en el
ejemplo esto depende de la duracién de cada periodo.

Elsigno delarazén de cambio indica si se produjo un aumento o dismi-
nucidn, esto depende dela situacién planteada (del sistema de referencia).
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Definicién
Se llama rapidez de cambio media al valor absoluto de la razén
de cambio promedio, es decir

Ay S-S ()| [ay] [Seat A - f(x))
Ax X, — X, Ax _‘ Ax ‘

En el ejemplo 1, la variacién de calor es -40 joules en todos los intervalos,
por eso la razén de cambio promedio se mantiene constante para interva-
los de 15° de amplitud y es igual a -2,67 Joules |

°C

Si calculamos la razén de cambio promedio en forma analitica a partir

de laley que define la funcién, se obtiene la misma conclusién, en efecto

Ah=h(1,)~h(n)= "2t 7520 78,+7520 _ -8, +7520+81 7520

3 3 - 3 =
—-8(t,—-1,)
3

Como At =t,—t, ,larazén de cambio media es

-8(t,—1,)
Ah__ 3 _ 6.
At t,—t,

Es decir, la razén de cambio promedio se mantiene constante indepen-
dientemente del intervalo de temperatura del cual se trate.

Por lo que se observa en este ejemplo, hay cambios que ocurren uniforme-
mente mientras que otros cambian a cada instante y otros en los que los cam-
bios son muy complejos, como en el movimiento de moléculas, por ejemplo.

Uno de los objetivos del cilculo es encontrar leyes que describen esos
cambios para poder medirlos y predecir.

En el ejemplo 2, teniendo en cuenta que el volumen de la esfera es

V= f;; 3, siel radio cambia de 2ma 2,5m, la razén de cambio es 63,88 m3/m,
3

es decir que el volumen cambia 63,88 m® por cada metro que varia el radio; si el
radio cambia de 2,5m a 3m, la razén de cambio es 95,29 m*/m, es decir que el
volumen cambia 95,29 m* por cada metro que varia el radio.

Con la razén de cambio promedio se analizan intervalos relativamente
grandes, pero en realidad los cambios no suceden a saltos. Por ejemplo, el
volumen del globo varia en cada instante, en forma continua a medida que
se va inflando. En general, los cambios fisicos y bioldgicos son continuos,
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cambian en cada instante, de modo que no alcanza con calcular la razén de
cambio promedio.

Si la velocidad de los cambios o la razén de cambio promedio es cons-
tante, calcularla para cualquier intervalo permite saber lo que sucede en
un instante cualquiera, porque no depende del valor de la variable en el
intervalo (ver ejemplo 1).

Cuando la razén de cambio no es constante, el calculo en un instante
particular no es tan sencillo. Por ejemplo, en el ejemplo 2, ses posible calcu-
lar la variacién del volumen del globo cuando el radio es exactamente 2,5 m?

Para este problema, se toman valores del radio que se aproximan a 2,5
por valores mayores y por valores menores, es decir Ar es cada vez mas pe-
queno, y en ese caso las razones de cambio promedio se acercan o tienden
a78,539816 m*/m, que es el valor exacto para r=2,45m.

La razén de cambio del volumen cuando el radio es de 2,5 m, es el limite
de las razones de cambio promedio cuando Ar es infinitamente pequefio,
es decir cuando Ar —0. Este tipo de razén se denomina razén de cambio
instantanea.

Definicién
Se llama razén de cambio instantanea de una funcién cuando x=x, a:

fim LA () Ay
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Observaciones

1. Cuando se habla de razén de cambio instantanea, se dice simplemente,
razén de cambio.

2. Parasimplificar notacidn, se usa h para designar el incremento de la
variable x. Es decir,

h=Ax= X, — X

Con esta notacién el limite de la definicién seria: lim
h—0

f(x1+h)—f(xl)
h

para calcular la razén de cambio instantdnea en x =x,.

El siguiente problema es planteado por Engler y otros (2007) sobre el
desplazamiento de un cuerpo lanzado hacia arriba:

Un cuerpo que es lanzado hacia arriba se mueve de modo que su posicién
después detsegundos estd dada por laley s(¢) =—-2¢* +127+9 metros. Deter-
minar la razén media de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo
transcurrido, durante los primeros 5 segundos, en intervalos de 1 segundo de
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amplitud. ;Cudl es la razén de cambio del desplazamiento a los 2 segundos
de iniciado el movimiento?
Para determinar la raz6n media de cambio se trabaja con intervalos de 1
segundo de amplitud y se puede observar que dicha razén no es constante.
Es posible hallar la razén de cambio media en forma analitica,

As s(t+h)=s(n)  —2(6+h) +12(+h)+9-(-21 +124 +9)
At h - h

_ —Ath-20 +12h _ h(=44,-2h+12)
- h - h

Esta razén de cambio media que representa la variacion del espacio re-
corrido por el cuerpo respecto de la variacién del tiempo transcurrido, es
decir, la velocidad promedio, cambia en cada intervalo: al principio lleva
una velocidad mayor y a medida que se acerca a su altura maxima, la velo-
cidad disminuye. ;Es posible que se anule?

Después de alcanzar la altura maxima, el cuerpo baja (velocidad prome-
dio negativa), primero con menor rapidez y luego con mayor rapidez.

Para calcular la razén de cambio instantdnea alos 2 segundos, se resuel-
ve el limite de la razén de cambio media cuando At— 0 es decir,

lim (44, — 21 +12) =44, +12

=41, —2h+12

Reemplazando ¢, por 2, se obtiene que la razén de cambio es 4, es decir,
a los dos segundos, la velocidad instantdnea del cuerpo es 4 m/seg.
Sis(t) es la funcién posicién de un objeto, la velocidad promedio esta dada por:

_S(tl+At)—s(tl)
P At

y la velocidad instantinea en t = ¢, es el limite de la velocidad promedio
cuando el intervalo de tiempo se toma cada vez mds pequeio, es decir:

v,.(tl):

Si se plantea el problema en forma general, es decir para cualquier cur-
va que represente la distancia recorrida por un movil, por ejemplo, el si-
guiente grafico representa la distancia d recorrida por un auto que transita
por una ruta recta, en funcién del tiempo t. Hallar la velocidad instantinea
del auto en el momento t=a.

. s(t,+Ar)=s(1)
At—0 At
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Figura7.5

I .
T L

a t

En este problema no se conoce la formula de la funcién que vincula la
distancia recorrida y el tiempo, sino el grafico de esa funcion. Se sabe que la
velocidad media en un intervalo de tiempo es el cociente entre la variacién
entre las distancias al punto de partida y la variacién del tiempo empleado.
¢Cémo se interpreta en el grafico ese cociente?

En dicho grifico, sea [a, b] un intervalo de tiempo cualquiera.

Figura7.6

o F
R ,

1

i
e | 1

i

a ] t -
Entonces, la velocidad media del auto en el intervalo de tiempo [a, b] es:
_d(b)-d(a)
Mas) - b —a

Sien el grafico se traza la recta determinada por los puntos (a, d(a)) y
(b, d(b)) se obtiene:
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Figura7.7

d{b)

d{a)

Por lo tanto, la expresiéon 9 (b)-d(a) esla pendiente de la recta que
b-a
pasa por esos puntos. Para hallar la velocidad instantinea en a, se debe cal-
cular el limite de d(b)~d(a) cuando b tiende a a. Para ello, se dibujan dis-
b-a
tintas rectas que pasan por el punto (4, d(a)) y el punto que se determina a
partir de acercar el valorde b a a.

Figura7.8

d{b)

d{a)

En el limite, obtenemos una recta que pasa por el punto (4, d(a)) y cuya
pendiente es el valor del limite de d(b)—d(a) cuando b tiende a a. Esta recta
b—a

recibe el nombre de recta tangente al grafico de la funcién en el punto (a, d(a)).
La pendiente de la recta tangente al grafico de la funcién en el punto(a, d(a)) se
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llama derivada de la funcién en el valor a. Este concepto es el que se menciona en
el ejemplo 4, donde se trabajé la porosidad en funcién de la profundidad.

En geometria plana una recta es tangente a una circunferencia si la toca
o0 corta en un solo punto. Pero esta no es una buena definicién para otro
tipo de curvas. Por ejemplo:

Figura7.9

N3

Fuente. Extraido de Apuntes de Andlisis Matematico | (UNCo, 2009)

En el primer grafico vemos que la recta es tangente a la circunferencia en
el punto P pues la toca en un solo punto; en el segundo grifico la recta corta
la gréfica sélo en el punto P pero no es tangente a la curva; y en el tercero la
recta es tangente a la curva en el punto P a pesar de cortarla en mas puntos.

Por eso es necesario definir matemadticamente el concepto de recta tan-
gente a una curva en un punto para que sea aplicable a cualquier curva.
Intuitivamente, la recta tangente a una circunferencia puede obtenerse a
partir del trazado de rectas secantes a la misma.

Figura7.10

ectas secantes

ecta tangente

Nota: En el grafico se muestra que la recta secante que pasa por Py Q se mueve
en el sentido de las agujas del reloj y sigue siendo una recta secante hasta que se
transforma en una recta tangente en el punto P (P coincide con Q).

Fuente. Extraido de Apuntes de Andlisis Matematico | (UNCo, 2009)
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Con esta idea, se define la nocién de recta tangente a una curva que no

sea una circunferencia.

Figura7.11

Recta tangente
I
T/
I

I Rectas secantes

=Y

Sea una curva en el plano xy y un punto P en ella, se necesita hallar la
ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto P. Para ello, se toma el
punto Q sobre la curva y se traza la recta que pasa por los puntos Py Q. Si
el punto Q se mueve sobre la grafica hacia P, la recta se movera hacia una
posicién limite. La recta que ocupa esa posicidn limite es la que se define
como recta tangente a la grafica en P. ;Cémo se determina la pendiente de la
recta tangente buscada?

Dada la funcién f(x), continua en el punto P de abscisa y, . Para definir la
pendiente de la recta tangente a la funcién en el punto P se toma otro punto

cualquiera de la grafica, por ejemplo Q(x,,f(x,).
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Figura7.12

Si se unen estos puntos P y Q se obtiene una recta secante cuya pen-
diente es:
f(n)-f(x) =4
- X, — X, Ax

Este cociente indica la razén de cambio promedio de f(x) con respecto a
x, cuando x cambia de X, a X,.

Si el punto P se mantiene fijo y el punto Q se mueve a lo largo de la curva,
acercandose a P, es decir Ax—0 pues X, estd cada vez mas cercade x,,larec-
ta secante gira teniendo a P fijoy, cuando X, esta suficientemente proximo a
X, , la recta toma una posicién limite, ésta es la recta tangente a f(x) en P. Por
lo tanto la pendiente de la recta tangente estd dada por:

Af

lim m = lim ——
Ax—0 Ax—0 Ax

si este limite existe.

Definicion
Sea f(x) una funcién continua en el punto de abscisa x, , definida
enalgin intervalo abierto | que contenga a x, . La recta tangente
ala graficade fen el punto P(x, ,f(x,)) es:

a. La recta que pasa por P cuya pendiente es

m :lim—f(x1 +h)—f(x1)

h—0 h
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si este limite existe,donde h= x, — x;.

f(x1+h)—f(x1)

no existe.

b.Larecta vertical x= x, si m = {lmg
-

El resultado de este limite también indica la razén de cambio instanta-
neadelafunciénen X, llamada derivada de f(x) en X, yse laindica (x).

Definicién
Se llama recta normal a la grafica de una funcién en un punto a la
recta perpendicular a la recta tangente en ese punto.

Simbélicamente, m, = 1 ,la pendiente de la recta normal es opuesta
mr

e inversa a la pendiente de la recta tangente.

Definicién
Se llama derivada de la funcién y = f(x) en el punto de abscisa x = X,
yseindica f'(x,) al siguiente limite:

f’(xl)zlimf(x1+h)—f(xl)

h—0 h

siempre que este limite exista.

Como en el numerador f (x,+h)— f(x,) representa el incremento de la
funcién al pasar de la variable independiente x, a x, + 4, se indica

Af= f(x, +h)—f(xl).

Anilogamente, Ax = x, + h—x, =h representa el incremento de la varia-
ble independiente.

Entonces la derivada de fen x, se puede indicar como

' 1 g
f(x‘)_Alg})Ax

donde la fraccion &/ recibe el nombre de cociente incremental.
Ax
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7.2.Funcién derivada

Dada una funcién y = f(x), si se calcula la derivada en cada punto x de su
dominio, el conjunto de valores obtenidos define una funcién de x que se
llama funcion derivada.

Se llama funcion derivada de una funcién y=f(x) y se simboliza »' = f'(x),
ala funcién que a cada valor de x le hace corresponder su derivada, es decir,
geométricamente a cada x le hace corresponder el valor de la pendiente de
la recta tangente a la curva en ese punto de abscisa x.

Sien la expresion para hallar la pendiente de la recta tangente a la curva
en el puntox = x;, reemplazamos x, por cualquier valor x, nos queda

f ( x) - %}EM

siempre que este limite exista.

El dominio de f’ es el conjunto de niimeros reales del dominio de f
para los cuales el limite del cociente incremental existe. Si /'(x) existe, se
dice que f tiene derivada o que es derivable en x. El proceso de obtener la
funcién f' a partir de la funcién f se denomina derivacion.

Notacién. Algunas notaciones comunes para la derivada son:

' g dy _df
= =29 _p
y f (x) dx dx Xf(x)
La expresién 4V fue introducido por Leibniz y, por ahora, no se trabaja
dx

como una razén.! De manera que utilizando la notacién de Leibniz, la deri-
vada resulta:

dy Af

— = lim —
dx Ax—0 Ax

Si se quiere calcular el valor de la derivada en un punto de abscisa x = x;,
senota

[ Q
A=) o dxl,_,
Ejemplos:
1. Determinar la derivada de la siguiente funcién: g (x)= 2L
X

1 Gottfried Leibniz (1646-1716): fildsofo, fisico y matematico. Influy6 de manera im-
portante en el desarrollo de la ciencia moderna y se lo reconoce como uno de los
creadores del calculo.
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Teniendo en cuenta la definicién de funcién derivada, se calcula la

derivada de g(x):
L1 x(xh)
g'(x)zlimg(x+h)_g(x) :hmz(x+ ) 2x . 2(x+h)x _
A0 h h=0 h 10 h
_h

. 2(x+h)x -1 1
=lim =1lim -

h—0 h 0 2(x+h)x 2x?
Por lo tanto, g (x) = —Lz . El dominio de la derivada son todos los

X

nimeros reales menos el cero, es decir, el dominio de la derivada
coincide con el dominio de la funcién. (Dom ' = Dom f).

2. Determinar la derivada de la siguiente funcién: f(x) = 3x .
Teniendo en cuenta la definicién de funcién derivada, calculamos la

derivada de f(x):
O e
3(\/x+h—x/)_c)(\/x+h+\/;) 3k
=lim =lim =

N (e + )

=lim 3

3
PO (Jrahedx) 2x
3

=7

Dom f =10, +«) y Dom f= [0, +=), es decir Dom f’ c Dom f.

Por lo tanto, f”(x)

7.2.1. Derivadas laterales

Cuando se definié la derivada como el limite del cociente incremental, no
se tuvo en cuenta si Ax es positivo o negativo, por lo tanto se interpreta que
la definicién es valida para cualquier incremento. Sin embargo, algunas ve-
ces es necesario especificar six se aproxima a x, tomando valores mayores
0 menores que x, .
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Definicién
Si la funcion festa definida en x,, entonces la derivada lateral
por laizquierda de fen x,, denotada por f” (x,) es

. ANy flx )= f(x
O
siempre que este limite exista.

Definicién
Si la funcién festa definida en x,, entonces la derivada lateral
por la derecha de fen x,,denotada por f, (x,) es

! ANy flyt+h)=f(x
(0= iy 3=t P
siempre que este limite exista.

Silas derivadas laterales no son iguales en x,, la derivada no existe en ;.
7.2.2. Derivabilidad y continuidad
La derivabilidad y la continuidad en un punto estan relacionadas.

Ejemplos:

. N i Psix<1
1. Analizarla derivabilidad de la funcién f(x)= { TS tenx=1,
xsix>1
Como la funcién estd definida por tramos y cambia su expresién en

x=1, en ese punto se deben calcular derivadas laterales.

— 2_ 2
ﬂ(l):limf(l+h) f(l):lim(l+h) lzlim2h+h =
h—>0 h h—>0 h h—0 h

. h(2+h)
= lim =lim2+h=2
h—>0 h h—>0
7= tim LSO Tehol

h—0* h h—0* h h—0*

Estos valores indican que la recta tangente a la izquierda de x =1 tiene
pendiente 2 y la recta tangente a la derecha de x =1 tiene pendiente 1, al no
coincidir las derivadas laterales la funcién no es derivable en x=1.
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La funcién es continua en x =1 pero no es derivable en x =1.

Figura7.13
y &

y="flx

1 X

Y

2. Seala funcién f(x)= 3/x analizar la existencia de la derivada en x =0.
La funcidn es continua para todo x R = Dom f.

Figura7.14

':.""

=%

Si se trazan rectas secantes por derecha y por izquierda de x = 0, estas
rectas se aproximan a una recta vertical que coincide, en este caso, con el
eje de ordenadas de ecuacién x = 0. Pero esta recta no es una funcién, por lo
tanto f{x) no es derivable en x=0.
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Figura7.15

Y
=Y

Si se calcula la derivada en x = 0 utilizando el limite, se obtiene

3/, 3

f'(o):lim‘/; 0=1im£:11mi2=oo
x>0 x_() =0 x x—=0 3

X

Ellimite da infinito por lo que la recta tangente es vertical. Por lo tanto,
flxx) no es derivable en x = 0.

En los ejemplos anteriores se puede observar que la continuidad de una
funcién no implica que sea derivable en dicho punto. Sin embargo, si la
funcién es derivable en un punto, debe ser continua en dicho punto.

Teorema
Siuna funcién es derivable en x = x, entonces es continua en x = x,.

Observacion
Siuna funcién no es continua en x, entonces no es derivable en x,.

¢En qué puntos una funcién no es derivable?

« Siuna funcién no es continua en un punto entonces no es derivable
en dicho punto.

« Sila grafica de una funcidn tiene esquinas o puntos pico, la grafica

de fno tiene recta tangente es esos puntos ya que las derivadas late-
rales son distintas.

« Silacurva tiene recta tangente vertical en un punto, no existe la de-
rivada en dicho punto pues el limite en la definicién es infinito.
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Figura7.16

¥4 Y A

)] S— C) || S—

W |G ————

Py =
= ¥
= ¥

(a) (b)

(a) La funcién f(x) no es continua en x=ay no es derivable en ese punto.
(b) La funcidn f(x) no es continua en x=ay no es derivable en ese punto.

Figura7.17

=y

=¥

Y

() La funcidn f(x) es continua en x = a pero no existe la derivada en x =a pues las
derivadas laterales son distintas. En x =a hay un punto pico.

{a) {b)

(b) La funcién f(x) es continua en x =4 pero no existe la derivada en x =g pues en ese
punto hay recta tangente vertical. El limite para hallar f*(a) da .

Una funcién y =f(x) es derivable en cierto valor a si su grafica es suave en
el punto correspondiente (a, fla)). Es derivable si en dicho punto la grafica
tiene una recta tangente bien definida, con pendiente finita. Para que esto
ocurra, la funcién debe ser continua en el puntoy deben existir y ser igua-
les las derivadas laterales en dicho punto.
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7.3.Calculo de derivadas

7.3.1. Derivada de una funcién constante

Sea una funcién constante f(x) =c.

Su gréfica es, como se sabe, una recta paralela al eje de abscisas. Pues-
to que para cualquier valor de la abscisa su ordenada correspondiente es,
constantemente, igual a ¢, si a es un punto cualquiera del campo de defini-
cién de f(x), fla + h) - fla) = c- ¢ =0, entonces por la definicidn de derivada en
un puntox= a:

F(a)=tim @I 0 0 g g
0 h h>0 f;  h>0

Luego, la derivada de una constante es siempre cero.
Si f(x)=c,c unaconstanteentonces f'(x)=0.

7.3.2.Derivada de la funcién lineal f(x)=mx+b

Sea una funcién lineal cualquiera flx) =mx +b.
Para un punto cualquiera x,
f(x+h)—f(x) m(x+h)+b—(mx+b) mh
= =—=m
h h h

Li_r}r(}mzm:f'(x)

significa que la derivada de una recta coincide con la pendiente de ella mis-
may, en consecuencia, la tangente en un punto a una recta es la propia recta.
Si f(x)=mx+bentonces f'(x)=m.

7.3.3. Derivada de una constante k por una funcion, g(x) = k.f(x)

Si k es una constante y f(x) una funcién, la derivada de la nueva funcién
g(x) = kf(x) serd:

]imw = k_limw = k.f'(x)
h—0 h h—>0 h
Se ha demostrado que si
(@) =tim /@I 0 g
h—0 h >0 h  h—0
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Asi, para derivar una expresion de la forma kf(x), basta derivar la fun-
cién flx) y multiplicar después por la constante k.

7.3.4. Derivada dela funcién potencia f(x)=x" (m unnimero racional)

Para calcular la derivada dela funcién f(x)=x",m>0, el exponente multiplica
alavariable elevada al exponente (m-1).
Esdecir, si f(x)=x"entonces f'(x)=mx"".

Ejemplos
Calcular la derivada de f(x)=x" en el punto de abscisa-1.

Resolucién:
f(x)=2x""=2x

f(-1)=2(-1)=-2

Entonces, la pendiente de la tangente a la pardbolay=x?enx=-1es-2.

Calcular la derivada de £ (x)=+/x i

Es posible escribir la raiz cuadrada como potencia, es decir f(x)=x2,y
entonces aplicar la derivada de una potencia:

, 1 a1 = 1
f(x)=5x2 =5x2=m

Si se analizan los dominios de esta funcién y de su derivada, se tiene
que Dom f: [0,+x), mientras que Dom f'=(0,+).

Por lo tanto, el dominio de la funcién derivada puede estar incluido en
el dominio de f, se nota Dom " € Dom f.

7.3.5. Derivadas de las funciones trigonométricas sen x y cos x

La derivada de la funcion f(x)=senxes f'(x)=cosx.
La derivada de la funcién g(x)=cosxesg'(x)=—senx.

Hasta el momento se saben derivar algunas funciones elementales pero
no hay nada que permita encontrar las derivadas de una suma, un producto
o un cociente de estas derivadas; se requiere, obtener propiedades que per-
mitan derivar este tipo de funciones.
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7.4. Operaciones con funciones

Hay que recordar cdmo se definen la suma, el productoy el cociente de fun-
ciones. Si fy g son dos funciones definidas en un mismo intervalo (en caso
contrario, alguna de estas operaciones podria no estar definida)

Funcién suma de fy g como la nueva funcién f+g: Dom f "Domg - R,

(f+9) () =flx) + g(x)

Funcion producto de fy g como la funcién f.g: Dom f "Domg - R,

fg) () = flx) g(x)

Funcidn cociente de fy g como la funcién

1:Dommeomg—{xtalqueg(x):0} >R,

g

o=

g g(x)
7.4.1. Derivada de una suma de funciones

Sify g son dos funciones derivables en un mismo punto x de un intervalo,
la derivada de la funcién suma en dicho punto es igual a la suma de las
derivadas.

(£ (x)+g(x)) = /" (x)+£'(x)
7.4.2. Derivada de una diferencia de funciones

La resta se puede expresar como la suma del opuesto, entonces

f(x)— g(x) = f(x) + (—g(x)),por loque(f(x) + (—g(x)))v = f’(x) +(—g(x))'
Pero —g(x)=(-1)g(x) yla derivada de una constante por una funcién
es igual al producto de la constante por la derivada de la funcién:

(~g(x)) =((-De(x) =(-1)g'(x)==¢'(x)
En consecuencia,
(£ (1) (-2 (x))) = /' (x)=¢'(x)

Ejemplo:
1. Calcular la derivada de la funcién f(x) =x - cos x

Resolucién:

f(x)= (x—cosx)' = (x) —(cosx) =1—(—senx)=1+senx
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2. Calcularla derivadade f(x)=x’—senx en el puntox=-m/3.

Resolucién:
(x3) = 3x2,(sen x) =CoSsx

S'(x)=3x" —cosx
Evaluando la derivada en el punto x =-11/3 se tiene

(A 7 n? (ﬂ'jﬂ'zl
f( 3]‘3 N33 Ty

7.4.3. Derivada de un producto de funciones
Sean fy g dos funciones definidas y derivables en un mismo punto x.
[fe(x)] =[1(x)e(x)] = /" (x) g (x)+ f (x)g' (x)
Ejemplo:
Calcular la derivada de 7 (x)= %xz COS X.
Resolucion:
) (PSRN DA
S1 f(x)—Ex = f (x)— 22x X.
Si g(x) =cosx= g’(x) =—senx.

Por lo tanto,

W (x)=1"(x)g (x)+ f(x)g' (x)=

1, 1,
:)CCOSX-FEX (—senx)zxcosx—gx senx.

7.4.4.Derivada de un cociente de funciones

Considérense, como en los casos anteriores dos funciones f y g definidas
y derivables en un punto x. Ademds, en este caso, se tiene que imponer la
condicién de que la funcién g no se anule para ningin valor de x.

[f<x)]'J(x)g(x)—f(x)g'(x)
g(X) (g(x))2

RAZON DE CAMBIO Y FUNCION DERIVADA | 255



Ejemplos:
1. Calcular la derivada dela funcién h(x)=rgx.
Resolucion:

senx
Como ¢gx=

,1a funcion del numeradores f (x) =senx entonces su
cosx

derivadaes f'(x)=cosxylafuncién del denominadores g (x)=cosx,
cuya derivada es g'(x)=—senx

Aplicando la férmula de la derivada de un cociente,

' senx ' COS x.cosx—senx.(—senx) coszx-}-senzx 2
(tg x) = = = =1+1g°x

COS x C0S2x C0S2x

O bien, recordando que sen’x +cos’x =1, se reescribir la dltima igual-
dad como

2 2
cos“x +sen”x 1 5
= =sec’x

C‘OS2)C COSZJC

Por lo tanto, la derivada de la funcién es

1

COSZX

(tg x)' =1+1g’x =sec’x =
2. Calcular la derivada de la funcién £ (x) =secx

Resolucién:

S€C X =

COS x

sifl)=1, f  (x)=0
sigx)=cosx, g~ (x)=-senx
Por la férmula de la derivada de un cociente,

, 1 ) O.cosx—l(-senx) senx 1 senx
(secx) = = = = = sec x.1gx

cosx cos’x cos’x  cosXx COSX

(sec x)' =sec x.tgx
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3. Calcular [a derivada de /(x)= &5_2

X
Resolucién:
Llamando f{x) =x cos x - 2,
fr)=1-cosx+x-(-senx)=cosx-xsenx (laderivada de 2 es cero por ser
una constante)
Llamando g(x) =x%, g'(x)=2x

a (cosx—xsenx)x2 —(xcosx—2)2x —xcos x — x>senx +4

h'(x) = 7 = e

A pesar de contar ya con un nimero estimable de propiedades para el
calculo de derivadas, hay funciones para las que no se conoce ningtn pro-
cedimiento para la obtencién de su derivada.

Para seguir avanzando por este camino se hace imprescindible conocer
una de las propiedades fundamentales y utiles de la derivacién, aunque no
se hard su demostracién. Se la conoce como derivada de una funcion compues-
ta o regla de la cadena.

7.4.5.Regladela cadena

Esta propiedad asegura que si y = f(x) es una funcién derivable en un
cierto intervalo I, y z=g(y) es otra funcién derivable y definida en otro
intervalo que contiene a todos los valores de la imagen de la funcién f, en-
tonces la funcién compuesta go f definida por (go f)(x) :g(f(x)), es
derivable en todo punto x de I y se obtiene haciendo

[(gor)(x)] =&'(/ (%)) /" ()

Es decit, z=g(») e y=f(x) entonces z=g(y)=g(f(x)) = g°/(x),
para derivar esta funcién compuesta, se derivada primero g evaluadaen f(x)
y se multiplica por la derivada de s evaluada en x. Utilizando la notacién de
Leibniz, como z dependede y e y dependede x, se tiene la cadena de variables
z— y — x entonces la derivada dela funcién z respecto de la variable x es

dz _d(gof) _dgdy

dc  dx  dydx

Ejemplos:
1. Calcular la derivada de la funcién 4 (x)=senx’.

Resolucién:

La funcién senx® es una funcién compuesta de otras dos
f(x)=x* y g(x)=senx,entoncesx —x’ — senx’
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En efecto

(g f g[f ]:g(xz)zsenx2

Como g (x) = senx,suderivada es g'(x) = cos x, por lo tanto
g’(f(x)) = cos(f(x)) =cosx’

f(x)=x"=f'(x)=2x

Por la regla de la cadena,

H(x)= g’(f(x))f’(x) =2xcosx’

5 3
2. Derivar la funcién h(x):(x +1] )

X

Resolucion:
h(x) es funcién compuesta de f(x)=

x2+1

yg(x)=x’, el dominio de

esta funcién h(x) es R - {0}.

2 2 3
x +1 x +1
x—> -
X X

(gof)(x)=g[/f(x)]= g[

=

Si g(x)=x",sededuceque g'(x)=3x>. En consecuencia,

SLr])= =5

X

2x.x—(x2 +1).1 2% —x2 -1
x° - x

Por otro lado, /"(x)=

2
X

—2_1. Por la regla de la cadena,

GRS

3. Calcularla derivada de f(X) = (x2 + l)3

Es decir f'(x)=

Resolucién:

£1(x)=3(x+1) 20 =6x(x +1)
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4. Calcular la derivada de f(x) = sen(senx)

Resolucién:
Siu=senx,u =cosx

f(x)= (sen (senx))y = (sen(u))' = cosu.u' = cos(senx).cos x

5. Hallarla derivada de g(x)= sec(x2 —1)

Resolucién:
u=x"-1lu" =2x

g'(x)= (sec(x2 —1))' = (sec(u))v =secutguu' = se:c(x2 —l)tg (x2 —1).2x
6. Calcularla derivada de (x) = ser’ (xz)

Resolucién:
Llamando \
u = senx’, hay que derivar sen’ x = (sen x’ ) =u
Por la regla de la cadena, la derlvada de o es u ) =
Llamando V= x U =senv
Entonces u' = cosv.v' = cos x*.2x
Finalmente,

h’(x) = (sen3 (xz )) = (u3 ) =3uu' =3 (sen x? )2 cos x2.2x = 6xsen’ (xz)cos (xz)

7. (Cudlesladerivadade f(x)=vx’+senx?

Resolucion:
Si se escribe la raiz en forma de potencia:

> > 172
X" +senx :(x +S€}’lx)

se trata de calcular una derivada de la forma 5"2.

Si u =x* +senx,suderivadaesu’ = 2x + cos x, entonces la derivada de la
funcién es

f'(x) = (\Ixz + senx)' = ((x2 +sen x)l/2 ) = (u”2 ) = %u’”z.u' = 2\2/%
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7.4.6.Regla dela cadena para la funcién logaritmo neperiano

Se quiere calcularla derivada dela funcién cuyo dominio es el conjunto R - {03.
Six >0, |x| =x entonces la funcién es
n ( x+h j
x =

f(x+h)-f(x) . In(x+h)—In(x)

S == T,
1 1
1
= imlln(x+hj:1imln(x+hjh :lnlim(l+hjh :lnlim(1+t); =
h—0 h X h—0 x h—0 X 1—0
1

=1ne-*=71ne=l

X X

Es decir, f'(x)= Lsixso.
x

Six<0,

x|=-xy f(x)=In(—x), aplicando la regla de la cadena se obtiene
1 1
' — 1 _ v~ _1 —
/(%)= (n(=x)=—(-1)=—

Es decir, /'(x) = Lsix<o.

X
Luego, si f(x)=1In|x|entonces f'(x) = 1 six#0.
X

Sien la derivada de logaritmo neperiano se sustituye x por una funcién

de x, por ejemplo u(x), en virtud de la regla de la cadena se tiene que

2
(ln‘u‘) —;.u

Ejemplos:

2
Calcular la derivada de f(x)zln[x +1).

2
X

Resolucién:

2

Tomando u = ¥+l

-—,secalculau’ aplicando la derivada de un cociente:
X

2x.x° —(xz +1)2x _2x 2

u'=

4 4 3
X X X

Se aplica la regla de la cadena:
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Hallar la derivada de f(x)= In|sen x|

Resolucion:
u = sen xentonces su derivadaesu’ = cos x, y la derivada de la funcién es

f'(x) =(ln‘senx‘)' :iu’ = SeLxcosx = zz:fc =cotg x

7.5.Derivadas de las funciones exponenciales a* y e*

Existen limites especiales (que corresponden a indeterminaciones de la
forma ), que son utilizados como herramientas para calcular otros limites.
Por ejemplo:

lim1” (1+l) =e
prares X
1

. .y, 1 L
Si hacemos la sustituciéns = — = x =- . Ademds, si x—w, t>0 reempla-
X t

zando en el limite anterior, nos queda

*
1im[1+lj =lim(1+7)" =e
X0 X t—0

Estos dos limites se pueden demostrar pero se necesitan herramientas
que exceden el alcance de este libro. De manera que se utilizaran para ave-
riguar otros limites.

Otro limite importante es

X

a’ —

lim =Ilna

x>0 X

Se puede demostrar, para hacerlo usamos una sustitucién particular, la
continuidad de la funcién logaritmica y los limites anteriores.

X

a’ —

lim ! =Ina

x—0 X
Hacemos la sustitucion a* —1=¢,entoncesa* =¢+1 y aplicando logarit-
mo natural a ambos lados de la igualdad y se obtiene

_ In(7+1)

Ina* =1 1 Ina=1 1
na*=In(t+1)=xna=In(r+1)=x 0
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ln(z+l)

na

Cuando x — 0, —0,In(t+1)>0,t+1—>1,1 >0

Ahora remplazamos en el limite

a -1 . t 1 . t
lim =lim =——Ilim———=
=0 x  o0n(r+41) 1 50In(r+1)
Ina Ina
=Ilna ! =Ilna ! - =Ina ! o =1naL:lna
. In(7+1) limIn (7+1) Inlim (+1) Ine
,l_f)rolf t—0 t—0

En particular, sia =e,

. e -1
lim
x—0 X

=1
Seala funcién f(x)=a", siendo a una constante positiva distinta de 1

La derivada de esta funcién en un punto x es:

v ‘ x h
, ) ax+h7a) ) axahia) o a (a _1) . ah7
f (x):llm =lim =lim =a"lim
h—0 h h—>0 h h—>0 h h—=0

1:axlna

En particular, cuando la constante a es el nimero e, la derivada de la
funcién e* es

(e")' =e¢'lne=e".1=¢"
Si f(x)za” :>f’(x)=a"1na.
Si f(x)=e"= f'(x)=¢"

7.5.1.Regla de la cadena para las funciones exponenciales

Sienlugar de x se tuviese una funcién u(x), por la regla de la cadena se tiene
que parauna funcién f(x)=a",

f'(x) = (a" ) =a"lnau’

Ejemplos:
1) Calcular la derivada de f(x)=4""",

Resolucién:
Llamando u = xsenx, su derivada es u’ =1.senx + x.cos x = sen x + xcos x

262 | BARBIERI Y GARELIK



La derivada de la funcién sera
F1(x)=(4") =(4") =4" In4a’ = 4" In 4 (senx +xcos x)

2) Calcular la derivada de g(x)= e

Resolucion:
Tomando » = —x? ;u’' =—2x, la derivada de la funcién es

g'(x)= (e”‘2 ) = (e” ) =¢"Ineu' =e* (-2x)
7.5.2. Derivada de una funcién dela forma h(x)= f(x)*"”

Para calcular la derivada de este tipo de funciones compuestas, se utiliza la
derivada de la funcién logaritmica. Es decir, dada la funcidn, se aplica loga-
ritmo a ambos miembros de la igualdad, se deriva a ambos miembros de la
igualdad y se despeja la derivada de la funcién. Simbdlicamente, tenemos

h'(x){g%x)lnf(x)w(x)

Ejemplo:

1 ,
oy (x)},(x)

Hallar la derivada de la funcién: f(x)= (sen X)L
In £ (x) = In(senx)""'
lnf( )=(x* +1)In(senx)

( )f( x) = 2xIn (senx)+(x* +1)

COS X
sen x

{len senx x +1)Cosx_kf(x)

senx

[2xln senx x +1) Osx}(senx)xm
senx
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7. 6. Algunas aplicaciones

7.6.1.La acrecion del planeta Tierra

La siguiente propuesta permite poner en practica lo hasta aqui expuesto,
resaltando la ductilidad de las derivadas en cuanto a permitirla interpreta-
cién de complejos procesos naturales.

El crecimiento de los planetas a partir de los materiales que orbitan en los
anillos de polvillo césmico y gas puede ser estimado a partir de una funcién
exponencial. Los materiales que se encuentran por afuera de la érbita del
planeta se desplazan a menor velocidad que aquellos ubicados en la parte
interna; este efecto, combinado con el movimiento orbital del planeta y su
fuerza de gravedad hace que se incorporen progresivamente el polvillo y los
gases, abriendo un espacio «limpio», que se ensancha progresivamente. Este
proceso continuara hasta que no quede nada por ser capturado en la regién
de influencia. La agregacién de materia a un cuerpo se denomina acrecién
y su mecanismo fue propuesto en 1944 por el geofisico ruso Otto Schmidt.

Figura 7.18. Acrecién planetaria

Nota: La imagen ilustra como un planeta, durante su formacion temprana, orbitando
alrededor de un cuerpo mayor, captura gasesy polvillo césmico aumentando
progresivamente su masa.

Fuente: ESA, NASA y Félix Mirabel, 2002.
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El crecimiento de la masa de un planeta como la Tierra, desde el mo-
mento de su formacidn, puede ser aproximado mediante la siguiente fun-
cién de acrecidn propuesta por Sten Odenwald (2011):

6000

t
1+400¢ *

donde la masa M estd expresada en unidades de 10* kg y el tiempo tras-
currido, t, en millones de ahos (Ma).

El proceso en si permite plantear algunas actividades como las que se
presentan a continuacién, que hacen posible entender algunos aspectos de
la historia de nuestro planeta.

1. Delaobservacion del grafico de la funcién de acrecién describir bre-

vemente la dindmica del proceso.

2. Si el tiempo transcurre indefinidamente, determinar si también

crecerd indefinidamente la masa de la Tierra ;Por qué?

3. Determinar cudl habria sido la masa inicial de la Tierra (en kg), al

comienzo del proceso de acrecién.

4. Determinar en qué momento la masa de la Tierra habria alcanzado

el 95 % de su masa final.

5. Determinar cudl habria sido la tasa de crecimiento de la masa del

planeta (expresado en 10" toneladas por Ma), transcurridos los pri-
meros 30 Ma.

M(1)=

Discusién

La figura 7. 19. representa la grifica de la funcién exponencial de Oden-
wald. Su aspecto indica cémo ha sido el comportamiento de la Tierra a lo
largo de los primeros millones de afios desde su formacién. En efecto, a
partir de una masa inicial que se podra averiguar en el punto (3), la misma,
fue creciendo progresivamente, al comienzo con cierta lentitud, posterior-
mente de manera muy acelerada, para luego disminuir hasta alcanzar un
crecimiento pricticamente nulo.
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Figura7.19. Crecimiento de la masa de la Tierra
de acuerdo a la funcién exponencial propuesta
|s000
|4000
|3000

|z000

Masa ( x 1021 kg)

|1000

15 20 25 a0 35 a0 a5 50 55 60 65

Tiempo en millones de afios

Con el pasar del tiempo, la acrecién del planeta disminuye progresiva-
mente, hecho demostrado por la grafica de la funcién que se torna asintti-
ca. De acuerdo al modelo matemdtico empleado, para poder establecer cudl
serd la masa limite que la Tierra no podra superar, se deberd buscar el valor
de la funcién para un tiempo extremadamente largo, es decir plantear el
limite de la funcién para t tendiendo a infinito.

Asi:

tim—2%% 5000

0 .
1+400e 3
Como la masa esta expresada en unidades de 10 kg el resultado final
serd 6000.10*'kg . Se concluye que la masa de la Tierra, por mds que el tiem-
po siga transcurriendo indefinidamente, no podrd seguir creciendo y su
valor limite nunca superari el que se ha calculado, que, en notacién cienti-
fica, equivale a 6.10*kg .

1. Deacuerdoalateoria de Schmidt, es a partir de una masa inicial que
se genera el acrecimiento de la misma. Para establecer entonces el
valor inicial de la masa de la Tierra, se debera calcular el valor de su
masa para un tiempo t=0.

Asi:
M(0)= 0000 6000 _,,

==
1+400e¢ ° 401
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Por la misma razén que al punto (2) la masa inicial serd de
14,9.10* kg equivalentes a 1,49.10% kg, resultado que indica que,
por acrecién, la Tierra habria aumentado su masa unas 400 veces su
tamaio inicial.

. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el punto (2), es posible
estimar cudl es el 95% de la masa terrestre:

M () =0,95.6000.10* kg = 5700.10* kg

Si se reemplaza en la funcién de acrecidn y a continuacién se despe-
ja el tiempo t se podrd conocer el momento en que la Tierra alcanz6
el 95% de su masa.
Asi:

6000

t

1+400.¢ 3

_t
1+400. s = 200
5700

4005 =304
57

5700 =

L
0,053=400.e 3

0,000133=¢

1n(1,33.10*‘):—§

—-8,93=— é entoncest =44.6 Ma

Si se considera que la edad de la Tierra es de aproximadamente
4,5.10°afos, la edad obtenida confirma el modelo matemadtico
de Odelwald para el que la Tierra crecié muy rdpidamente en los
primeros tiempos para luego ir disminuyéndolo hasta ser casi
despreciable.

. Por dltimo, al calcular la derivada de la funcién de acrecién del pla-
neta para el tiempo t = 30 Ma, se podra conocerla tasa de crecimiento
de la Tierra en un momento de su historia en que su masa fue au-
mentando muy rapidamente.

7!
M(t)= &0, = 6000.[1+400.e5j
1+400e °
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\2 P _t
M'(t)= —6000.(1 +400.e5] (-80)¢ 5 = 480:000e *

P 2
[1 +400.e5]

-6
M(30)= 380000 _ 59 g9,

(1 + 400.e*6)

Como antes, aplicando correctamente las unidades:

M'(30)=299,99.10° *€ es decir,2,99.10 L

a Ma

que es equivalente a:

M'(30)=2.99.10" -
M

a

7.6.2.Correccidén de aire libre

La geodesia es la ciencia que estudia la forma y dimensiones matemati-
cas de la Tierra y su campo gravitatorio. Gracias a ella es posible conocer la
exacta posicién de cualquier punto de la superficie del planeta proyectado
sobre un cuerpo casi esférico denominado geoide. Este, al igual que la Tie-
rra, posee un leve achatamiento en sus polos, producto de la gravedad y de
la fuerza centrifuga que se produce al girar sobre su eje.

Las mediciones de la gravedad se llevan a cabo mediante el uso de ins-
trumentos denominados gravimetros y se realizan sobre la superficie to-
pografica del planeta, lo que implica que las lecturas deben ser corregidas
para poder ser proyectadas con exactitud sobre el geoide. La geologia utiliza
la prospeccién gravimétrica para conocer la distribucién de las rocas en el
subsuelo de acuerdo a su densidad. La fuerza de atraccién gravitatoria serd
mayor en presencia de rocas densas y disminuird cuando en el subsuelo se
encuentren rocas de baja densidad.

El principal inconveniente en la aplicacién de este método de prospec-
cién es que la fuerza de gravedad varia también con la distancia respecto al
centro de la Tierra; la misma disminuye a medida que aumenta la distan-
cia. Es facil deducir que cuando se realiza, por ejemplo, una prospeccién
gravimétrica en sectores cordilleranos se obtendrin mediciones que seran
el producto de la densidad de las rocas en el subsuelo y el efecto producido
por la altura con respecto al nivel del mar. Como la prospeccién gravimétri-
ca apunta a conocer solamente el efecto producido por la densidad de las
rocas, se deberdn corregir las mediciones realizadas, quitindoles el efecto
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producido por la altura. Esta correccién, entre todas las que se aplican a las
mediciones gravimétricas, se denomina correccion de aive libre.

Figura 7. 20. Posicidn de un punto de estacién topograficoy su proyeccion

Nota: Representacién esquematica de la posicion de un punto de estacién sobre la
topografiay su proyeccion sobre el geoide con la consiguiente altura sobre el nivel del
mar h cuyo efecto sobre la gravedad debe ser corregido.

Como un desprendimiento de la ley de gravitacién universal de New-
ton, la aceleracion de la gravedad esta dada por la siguiente expresion:

&= 2 (M
donde:

M (masa de la Tierra)=5,95. 10* kg

G (constante de Cavendish) = 6,672. 10" m*> kg s

r(radio terrestre) = 6,37. 10° m

¢Es posible obtener el factor de correccién de aire libre que se debera
aplicar para corregir el efecto de la altura topografica con respecto al nivel
del mar?

De la pregunta se desprende que existe una razdn de cambio entre la
gravedad gy la altura h de la figura 7. 20, porque a medida que h aumenta el
valor de g ird paulatinamente decreciendo.

Si se reorganiza convenientemente la ecuacién (1) se puede escribir que:

g= GMr™ (2)

Como se puede observar G y M, respectivamente la constante de Caven-
dish y la masa de la Tierra, son valores constantes, lo que hace que g depen-
da de la variacién del radio terrestre r o, en otras palabras, de la distancia
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existente entre el centro de la Tierra y un punto estacién adonde se midi6 el
valor de la gravedad sobre la superficie terrestre.

Sise planteala derivada de la ecuacién (2) serd posible obtener entonces
el factor de correccidn de aire libre que se deberd aplicar para cada metro de
desnivel (h) con respecto al nivel del mar. Asi:

g _ 2GMr™
dr

olo que es lo mismo:

dg —2GM

dr e
Sustituyendo:

dg  —2.6,672.10"'m’kg s >5,95.10 kg

dr (6.37.10°m)’
Finalmente:

1
9 _ 3.072.10° L
dar K

Como se observa, se ha obtenido un factor de correccidén negativo que
estd a indicar que la gravedad disminuye a medida que aumenta la distan-
cia desde el centro de la Tierra.

Problemas:
« Silagravedad a nivel del mar es de 9,7835 Sﬂz y una estacién ubicada
2 1.100 m de altura arrojara un valor de g = 9,78012 Sﬂz ,¢cudl serd la
correccion de aire libre que se debera aplicar?
La solucién sera:
-3,072.10°° Sizl.lOOm =-0, 0034sﬂ2

El resultado indica que el incremento de la distancia de 1.100 m con
especto al centro de la Tierra implica una disminucién de gravedad

de O,OO34ﬂ2. Para trasladar la lectura efectuada sobre la topografia
N
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del terreno al geoide o nivel del mar, se debera entonces sumar la
correccion calculada a la lectura obtenida sobre el terreno.
Asi:
9,78012-2 40,0034 7 = 9,7835
S S S

valor que corresponde a la gravedad a nivel del mar.

« Side dos puntos topograficos cualquiera no se conocen las respec-
tivas lecturas gravimétricas como tampoco sus alturas sobre el nivel
del mar, pero si se sabe que entre ellos existe un desnivel de 800 m,
ses posible saber cudl serd la diferencia gravitacional entre ellos?

La solucién muy sencillamente sera:

L m

2
s

-3,072.10° LZSOOm =-2,46.10
s

7.7.Derivada de funciones implicitas

Hasta ahora se consideraron funciones en forma explicita, es decir, unavariable
estd en funcién de la otra, por ejemplo: y = f(x)=x*-2;y=g(x)=xsenx,
Sin embargo, hay ecuaciones, como por ejemplo:

1. x+y*=25;

2. 3x'y'-7xp' =4-8y
Donde f estd definida implicitamente por las ecuaciones dadas ya que

en cada caso, pueden existir una o mds funciones f(x) que reemplazadas
pory en la ecuacion las satisfacen idénticamente:

x’ +(f(x))2 =25

En algunos casos, se puede hallar la o las funciones explicitas que satis-
facen la ecuacién, por ejemplo:

x*+y* =25= y=+425-x" Por lo tanto hay dos funciones que deter-
mina la ecuacién implicita y son

f(x)z 25-x% y g(x)z—\/ZS—x2
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Graficamente:

Figura7.21

L T

S L
Figura7.22
ol . YT £ (x) =sqrt (25-x72)
2
0 X
-6 -4 -2 f) 2 4 [3
-2
-4
N
4
2
g(x)= - sgrt(25-x"2)
) i 3 3 1
-6 -4 -2 0 2 4 6 ]
\ .
-4
o ]

Puede suceder que una ecuacién en x y en y no impliquen la existencia
de una funcién de valor real.
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Ejemplo:

x> +»*+4=0 no existe f(x) tal que x’ +(f(x))2 +4=0

Y también puede suceder que f(x), aunque exista, no sea diferenciable o
derivable, en cuyo caso no nos interesa.

Supongamos que se tienen ecuaciones en x e y que definen una funcién
implicita f (x) derivable y se quiere hallar su derivada. Para ello se debe te-
ner en cuenta que sila derivacién se efectiia con respecto a x, la derivacién
es la habitual pero si hay que derivar un término donde aparezca y, se debe
aplicar la regla de la cadena ya que y estd definida implicitamente como
funcién de x.

Ejemplos:

= (x3) =3x’

d(3\3p2 32 D
dx(yg)—3y2~y —3y2dx

d 2 2 ' 2 dy
—|xp7 )=y +x2p.y" =y  +2xy =
J(07) =0 a2 = 7 e 2

Técnica para la derivacién implicita (y = f(x))
Derivar a ambos lados de la ecuacién respecto de x.

Agrupar los términos en que aparezca @ o V'
dx

Sacar factor comtn 4 .

dx
Despejar 4 .
dx

Ejemplo:

Hallar & si x®=2x-3y° -3y’ +3y* =0.
dx

dy dy dy
6x' —2-18y° L 50 DV 9, D
* Yo Y a Van

2:(—18)/5—5)/4+2y):2—6x5

@_ 2-6x°
dx  —18y° =5y*+2y
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Observacién:

En la expresion de la derivada obtenida, pueden aparecer las variables x
ey.Apesarde quela funcidn y =f{x) no es posible explicitarla como funcién
de x, la derivada hallada, evaluada en un punto del grifico de la ecuacién,

representa la pendiente de la recta tangente a la grafica en ese punto.

Ejemplo:

Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de x* +4y* =4 en

el punto P(x/z,—l)

2
2x+8y.@=0:>ﬂz—2—x=—i=mr
dx dx 8y 4y
@l N2 g1 1
dx| ;51 1 4 T2

(% 5) —43
Figura7.23

7. 8. Razones de cambio relacionadas

Para calcular la & implicitamente se utiliza la regla de la cadena. Otra

dx

aplicacién importante de esta regla es el calculo de razones de cambio de

dos 0 mds variables que cambian con el tiempo.
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Por ejemplo, cuando sale el agua de un depdsito cénico, el volumen V,
el radio ry la altura h del nivel del agua, son funciones que dependen del
tiempo. Sabiendo que estas variables estin relacionadas por la ecuacién

T
V="A"h
3
se puede derivar implicitamente respecto del tiempo t para obtener la
ecuacién de razones relacionadas

d—V:E r2@+h 2rﬂ =z r2@+2hr@
da 3 dt dt 3 dt dt

Aqui se observa que la razén de cambio de V estd relacionada con lasde hy r.

Ejemplo:

Una piedra se deja caer sobre un estanque en reposo y produce ondas
circulares concéntricas. El radio r de la onda exterior crece al ritmo cons-
tante de 30 cm/s. Cuando su radio es 120 cm, ;a qué ritmo esta creciendo el
area total A de la zona perturbada?

El drea del circulo se calcula como 4=rr, donde Ay r dependen del

dr

tiempo y la razén de cambio del radio es £~ — 3. Entonces
dt
A=nr’ Ecuaciéna tratar
ar_ 30 cuandor =120
dt
a4 =? cuandor =120
dt

Derivando la ecuacién del drea

d—lﬁl:ni(i’z):ﬂZrﬂ
dt dt

Sir= 120, se tiene que % =2 (120)(30) =72007 sz /s

Por lo tanto, la razén de cambio del area con respecto al tiempo es de

2
72007 ™ cuando el radio es de 120 cm.
N
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7.9. Derivadas sucesivas

Cuando se calcula la derivada de una funcién, se obtiene otra funcidn, la fun-
cién derivada f*(x). Al ser una funcién, es posible derivarla también, con lo
cual obtendriamos la derivada dela funcién derivada, es decir, (/' (x )) =f"(x)
llamada segunda derivada de la funcion f. Si se calcula la derivada de la segun-
da derivada de f, se obtiene la tercera derivada de la funcion f, que se simboliza
( f "(x)) = f"(x),y asi se pueden calcular las derivadas sucesivamente, obte-
niendo la n-ésima derivada de f, que se simboliza /") (x). Este procedimiento
se denomina cdlculo de derivadas sucesivas de la funcion f (x)

Ejemplo:
Sea f(x)=4x"-3x"+x-1,calcular /" (x).
S(x)=16x"—6x+1
S"(x)=48x"-6
f'"(x) =96x
£(x)=96
/' (x)=0

Como una aplicacién de la derivada, si se deriva la distancia recorrida
por una particula respecto del tiempo, la funcién derivada primera corres-
ponde a la velocidad de dicha particula. Ahora, si se deriva la funcién velo-
cidad, se obtiene la funcién aceleracién de la misma. Es decir,

v(t)=d'(r)
a(t)=V(1)=d"(¢)

Ejemplo:
Si la distancia recorrida por una particula responde a la férmula
d(t)=5-2t+1, hallar su aceleracién en el instante t=5.
d(t)=5-21+1
v(t)=d'(1)=10t-2
a(t)= v( )=d"(1)=10
(5)=1

Q

276 | BARBIERI Y GARELIK



Capitulo 8
Aplicaciones dela derivada

El cdlculo de derivadas tiene muchas aplicaciones intramatematicas y apli-
caciones en otras ciencias. En este libro se desarrollaran algunas de ellas.!

8.1. Estudio de curvas

8.1.1. Intervalos de crecimiento y decrecimiento
de una funcién

Seala funcién dada en el siguiente grafico

Figura 8.1

Esta funcién es creciente en el intervalo (—o,a) y trazando algunas rec-
tas tangentes para valores de x en ese intervalo, se observa que son rectas
de pendiente positiva.

Por otro lado, es decreciente en el intervalo (a,+) y trazando algunas
rectas tangentes para valores de x en ese intervalo, se ve que son rectas de
pendiente negativa.

Ahora, en el valor x = a, la recta tangente tiene pendiente 0 pues es una
recta horizontal.

1  Este capitulo fue desarrollado con base en el libro El calculo diferencial, de A. Engler,
D. Miiller, S. Vrancken y M. Hecklein (Ediciones UNL, 2007).
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De manera que si una funcién tiene derivada positiva ( /’(x)>0) para
los valores de un intervalo I del dominio, es creciente en dicho intervalo y si
tiene derivada negativa ( /'(x) <0), es decreciente en ese intervalo.

Ejemplo:
Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
£(x) =2,
Resolucién:
Se busca su derivada f'(x)=2x.
Analizamos su signo:
/'(x)>0si2x >0, esdecirx >0
Luego, f es creciente en el intervalo (0,+).
S'(x)<0si2x<0,es decir x <0
Luego, f es decreciente en el intervalo (—,0).

8.1.1.1. Calculo de los intervalos de crecimiento y decrecimiento

Se necesitan estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcién f (x) =x° - 3x + 2
Para hallar su crecimiento y decrecimiento se realizan los siguientes pasos:
1. Sederiva la funcién.
Fx)=3x*-3
2. Seobtienen las raices de la derivada primera: f (x) =0.
3x*-3=0>x=-lyx=1
3. Losceros (raices) de la derivada primera y los puntos de discontinui-
dad (silos hubiese) determinan intervalos abiertos en el dominio de
la funcién, (—o0,~1),(-1,1)y(1,+):

Figura 8.2
=1 1

4. Se toma un valor en cada intervalo, y se evaliia la derivada en dicho
valor para conocer el signo de la derivada primera para ese valor de x.

Nota:
Recordar que si la funcién es continua y se tienen dos raices consecutivas,
por el Teorema de Bolzano—Wierstrass, la funcién conserva el signo.
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Sila derivada en ese valor del intervalo es positiva, es decir f (x) >0,
la funcién es creciente en dicho intervalo.

Sila derivada en ese valor del intervalo es negativa, es decir f (x) <0,
la funcidn es decreciente en dicho intervalo.

En el ejemplo, del intervalo (-, —1) se toma por ejemplo, x =-2 como
valor de prueba y se calcula el signo de la derivada primera:
f(2)=3(-2*-3>0

Del intervalo (-1, 1) se toma por ejemplo, x = 0 como valor de prueba
y se calcula el signo de la derivada primera:

F(0)=3(0?-3<0

Del intervalo (1, +=) se toma por ejemplo, x = 2, y se calcula el signo
dela derivada primera:

f@2)=32)P*-3>0

Figura 8.3

—
- =y

-1 1

Se escriben los intervalos de crecimiento y decrecimiento segin el
signo de la derivada primera:

La funcién crece en los intervalos del dominio (-, 1) y (1, «).

La funcién decrece en el intervalo del dominio (-1,1).

Figura 8.4
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Ejemplo: 4
Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x)=x+—
Dom f = R—{0} ,en x=0no es continua pues no estd definida.

4 4
"(x)=1-—;1-—=0 si x=-2 x=2
S(x)=1-—il-— y
Se determinan los intervalos teniendo en cuenta las raices de la deriva-
day el punto de discontinuidad x = 0.
(—90,-2),(=2,0),(0,2),(2,+)

Se estudia el signo de la derivada primera, tomando un valor de prueba
en cada intervalo:

En (=, -2), setomaelvalorx=-3,f (-3)=1- ( i)z = g >0.
4
En (-2,0), setomaelvalorx=-1,f (-1)=1- 1)2 =-3<0.

En (0,2),se toma elvalorx=1,£ (1)=1- 4 =-3<0.

(1)

4

(3)
Luego, la funcién es creciente en los intervalos (—c0,—2) y (2,+); y es
decreciente en los intervalos (-2,0) y (0,2).

En (2, +»),setomaelvalorx=3,f (3)=1- =§>0.

Figura8.5
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8.1.2. Maximos y minimos de una funciéon

Hay situaciones en las que interesa conocer en qué puntos del dominio, la
funcién alcanza el mayor y el menor valor respectivamente.

Definicién

Sealafuncién f:.Domf->Ry x € Domf.

a. En x, lafunciéntomael va?or maximo absoluto si y solo si
f(x,)> f(x) paratodo x del dominio.

b. En x,afuncién toma el valor minimo absoluto siy solo si
7 (x,) < f(x) paratodo x del dominio.

Los puntos del dominio que son maximos absolutos o minimos
absolutos se denominan extremos absolutos de f.

Si en lugar de analizar para todos los valores de x del dominio, se ana-
lizan los extremos en un entorno del punto X, (es decir en un intervalos
pequefio alrededor de X)), entonces se hallan mdximos y minimos relativos (o
locales) o extremos relativos (o0 locales) de f.

En el grafico (8. 1) que se analizd al comienzo de la seccidn, es posible
observar que en el punto donde se produce el cambio de crecimiento de la
funcién, x = a, la funcién posee su punto maximo absoluto y relativo (la
funcién pasa de ser creciente a decreciente) y alli, la pendiente de la recta
tangente toma el valor 0.

Lo mismo ocurre en el siguiente grafico, donde x, = a es un minimo ab-
soluto y relativo.

Figura8.6
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Los puntos donde se anula la derivada primera ( f '(a)=0) 0 donde la
primera derivada no existe se denominan puntos criticos o puntos estaciona-
rios de la funcién.

Observacion:
No todo punto critico es necesariamente un extremo de la funcién, pero
sila funcién tiene un extremo, ese punto es un punto critico de la misma.
De manera que los puntos donde pueden existir mdximos y minimos para
una funcién son aquellos puntos donde la funcién cambia su crecimiento.

8.1.2.1. Calculo de maximos y minimos absolutos en un intervalo

1. Sea f(x)=x"-2x+3,hallarlos médximos y minimos absolutos en el
intervalo [-2, 3].
Se buscan los puntos criticos:
f'(x)=2x-2;2x-2=0=>x,=1 PC.
Se calcula la imagen en la funcidn f(x), de los extremos del intervalo
y del punto critico:
fta=11;fM=2;f3) =6
Luego, hay un mdximo absoluto en (-2,11) y un minimo absoluto en (1,2).
sHay extremos relativos?
El punto (I, 2) es también un minimo relativo porque se puede
determinar un entorno de 1 donde su imagen es el minimo valor
que toma la funcién en dicho entorno, en cambio el punto (-2, 11)
no puede ser maximo relativo porque no se puede determinar un
entorno de -2 ya que la funcién estd definida en el intervalo cerrado
[-2,3] y alaizquierda de -2 no existe la funcién.

2. Sea f(x)=x"-2x+3, la funcién del ejemplo anterior, hallar los
maximos y minimos absolutos en el intervalo (-2, 3].
El punto critico hallado en el punto anterior es x =1
Se calcula la imagen en la funcién f(x), de los extremos del intervalo
y del punto critico.
Observar que como la funcién estd definida en un intervalo semia-
bierto en -2, se deberd investigar el comportamiento de la misma en
el semientorno a la derecha de -2:

lil};f(x) =11;f(1)=2; f(3)=6

Luego, no hay un mdximo absoluto, hay un minimo absoluto en (1,2). ;Hay
extremos relativos? Por lo dicho en el ejemplo anterior, existe un minimo
relativo en (1,2) porque se puede determinar un entorno de 1 donde la
imagen de 1 es el menor valor que toma la funcién en dicho entorno.
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8.1.2.2.Criterio de la derivada primera para maximos
y minimos relativos

Si f es una funcién continuay f'(c)=0, entonces:

a.

b.

Si f'(x) cambia su signo de negativa a positiva entonces en x, = ¢
hay un minimo relativo.

Si f'(x) cambia su signo de positiva a negativa entonces en x, = ¢
hay un maximo relativo.

Si f'(x) no cambia su signo entonces en x, = ¢ no hay ni maximo ni
minimo relativo.

Los maximos y minimos relativos se denominan extremos relativos de la
funcidn, y son relativos pues se estd analizando en un entorno del punto, es
decir en un intervalo muy pequefio alrededor del valor en cuestién x =c.

8.1.2.3. Calculo de los maximos y minimos relativos

Ejemplos:

a.

Analizar si la funcién f(x) = x* — 3x + 2 tiene maximos y minimos
relativos.

Se calcula la derivada primera y los puntos criticos (se calculan las
raices de la derivada primera).

f(x)=3x*-3=0

x,=-1yx =1

Se analiza el signo que tiene en cada intervalo que determinan los
puntos criticos:

Como se analizd anteriormente, f (x) >0 en los intervalos (—0,~1)
Y (L+o)y f %) <0 enelintervalo (-1,1).

Se calcula la imagen (en la funcién) de los extremos relativos.
fED=(-12-3(-D+2=4

fO=1P-31)+2=0

Por lo tanto, f' (x) cambia de positiva a negativa en x =-1 con lo cual f
tiene un maximo relativo en (-1, 4); f (x) cambia de negativa a positiva
enx, =1 con lo cual f tiene un minimo relativo en (1, 0).

., 4 . .. , - .
Dada la funcién f(x)=x+—, analizar si tiene maximo y minimo
relativo. x
Dom f = R—{0} , enx=0no es continua pues no estd definida.

4 4
"(x)=1-— ; 1-—=0 si x,=-2 x, =2
f( ) 2 2 0 yox

Los intervalos que quedan determinados son
(—0,-2),(-2,0),(0,2),(2,+x)
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Como se analizd anteriormente,

f () >0 enlosintervalos (_oo,_z ¥ (2,+00);
f () <0 enelintervalo (-2,0)y 80,2) .

f (x) cambia de positiva a negativa en x, = -2 entonces f tiene maxi-
mo relativo en (-2, 0)
f (x) cambia de negativa a positiva en x, =2 con lo cual f tiene mini-
mo relativo en (2, 4).

c. Determinar el valor de a, b, cy d para que la funcién
F@)=ax>+bx>+cx+d
tenga un maximo en (0, 4) y un minimo en (2, 0).

Fx) = ax® +bo® +cx +d

F (x)=3ax*+2bx+c

f(0) =4 entonces d=4

f(2) =0entonces 8a+4b+2c+4=0 (1)

Sien (0,4) hay un maximo,
f'(0)=0 entoncesc=0

Sien (2,0) hay un minimo,
f'(2)=0entonces 12a+4b+c=0.

Comoc=0,12a+4b =0=b=-3a. (2)

Si se reemplaza en (1), se obtiene que
8a+4(-3a)+4=0>-4a=-4>a=1.

Reemplazando en (2), b=-3.
Porlotanto,a=1,b=-3,c=0,d=4y f (x) =x*-3x* + 4.

Sien el punto critico x, = a del dominio existe derivada segunda no nula

de la funcién, hay alli un extremo relativo, el signo de la derivada segunda
indica de qué tipo de extremo se trata.
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Los siguientes graficos permiten analizar dos situaciones a partir de un
grafico conocido, el grafico de una funcién cuadratica, que es una parabola:

Figura8.7
y
y
¢ f
‘ a X T /
a X
B
a y
£
a X
a X
a
y
foe
B a
a
foe

Si f"(a)<0 indica que f’(x) es decreciente en un entorno de x, = a
y por ser este un punto critico, f'(a)=0, luego f'(x) pasa de positiva a
negativa cuando dicho entorno se recorre de izquierda a derecha y por el
criterio de la derivada primera, hay un maximo relativo en x, = a.

Andlogamente, si f"(a)>0 indica que f’(x) es creciente en un entor-
no de x, = a y por ser este un punto critico, f'(a)=0,luego f'(x) pasade
negativa a positiva cuando dicho entorno se recorre de izquierda a derecha
y por el criterio de la derivada primera, hay un minimo relativo en x = a.

Existe, entonces el siguiente criterio para maximos y minimos relativos:

8.1.2.4. Criterio de la derivada segunda
Sifescontinua, £’ (c) =07y f"(c) existe y es no nula, entonces

a. 8i f"(c)>0,hay un minimo relativo enx =c.
1 " A<r1 7 —
b. 8i f"(¢)<0, hay un maximo relativoenx =c.
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En distintas ciencias surgen situaciones donde es necesario determinar
el modelo matematico que describe dicha situacién para optimizarla, por
ejemplo, hallar la minima distancia, el mayor volumen, la menor cantidad
de material, etcétera. En otras palabras, se busca la optimizacién de la fun-
cién que modeliza la situacidn. La resolucién de problemas de optimiza-
cién de funciones consta de los siguientes pasos:

1. Plantear la funcién que hay que maximizar o minimizar.

2. Plantear una ecuacién que relacione las distintas variables del pro-

blema, en el caso de que haya mds de una variable.

3. Despejar una variable de la ecuacién y sustituirla en la funcién de

modo que quede una sola variable.

4. Derivar la funcién e igualarla a cero, para hallar las raices de la fun-

cion derivada.

5. Aplicar el criterio de la derivada segunda para determinar el maxi-

mo o el minimo.

Ejemplos de problemas:

1. Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina de
cartén de dimensiones 80 cm por 50 cm un cuadrado de lado x y
doblando convenientemente (ver figura 8.8), se construye una caja.
Calcular x para que volumen de dicha caja sea maximo.

Figura 8.8

Resolucién:

Se necesita que la caja tenga volumen maximo, de manera que se
plantea la funcién volumen de la caja que tiene base rectangular

V=superficie de la base.altura

V(x) = (80 - 2x)(50 - 2x).x =4x* —260x” +4000x
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Se calcula la funcién derivada y se buscan los puntos criticos
V' (x)=12x% —520x+ 4000

12x* —520x+4000=0=x=10 y x=233,3

Pero six toma el valor 33,3, 50— 2x < 0y esto no es posible pues 50-2x es
la medida de un lado de la base. Por lo tanto este valor de x se descarta.
Se calcula la derivada segunday se la evalia en el punto critico halla-
do aplicando asi el criterio

V"(x)=24x—520:> V"(IO) =24.10-520<0

Como la derivada segunda evaluada en x = 10 es negativa, para dicho
valor existe un maximo relativo.

Luego, six =10, el volumen de la caja es maximo.

. Unahoja de papel debe tener 18 cm? de texto impreso, margenes su-
perior e inferior de 2 cm de altura y margenes laterales de 1 cm de
anchura. Obtener razonadamente las dimensiones que minimizan
la superficie del papel.

Resolucion:
La funcion que se necesita minimizar es la funcion superficie S = xy
Considerando el texto impreso que debe tener la hoja

2
S(x)zx.4x+10 _ 4x” +10x
x—2 x—=2

Derivando la funcién superficie respecto de la variable x

(8x+10)(x—2)~(4x" +10x).1 45> 16520

(+-2) (-2

Figura8.9

2 X
1 1
2 Y
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Igualando la derivada a cero para hallar los puntos criticos
4x* -16x—-20
(-2
Entonces x=5 y x=-1(este tltimo se descarta pues es una medida y no
puede ser negativa).
Con la segunda derivada de la funcién se puede determinar sien x =5
hay un minimo
8x—16)(x—2)" —(4x> ~16x-20)2(x—2).1
S"(x) — ( )( ) ( ) ( )

(x-2)'

(8.5-16)(5-2)" -(4.5°-16.5-20)2(5-2).1
(5-2)

=0 4x’-16x-20=0=x"-4x-5=0

>0

S"(5)=

Luego, las dimensiones de la hoja que hacen una superficie minima son
5 cm por 10 cm.

8.1.3. Concavidad de una funciéon
Hay ocasiones en que resulta de interés, al analizar la grafica de una fun-

cién, estudiar la forma en que esta se curva o dobla, a medida que la grifica
se recorre de izquierda a derecha.

Definiciones:

1-Seaf:Domf>R unafuncién continuay derivable.
SiP(a,f(a))yQ(b, f (b)) son puntos de la funcion f (x), la recta que
pasa por Py Qse llama secante o cuerda determinada por Py Q.

2-Sealunintervalo del dominio de f. Se dice que f es convexaen|,
si paratodoa,b € Ila grafica de la funcion esta situada por debajo
de la cuerda determinada por los puntos P(a, f (a)) y Q(b, f (b)).

Figura8.10
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3 - Sealunintervalo del dominio de f. Se dice que f es concava en |, si
paratodoa,b €| la grafica de la funcidn esta situada por encima de la
cuerda determinada por los puntos P(a, f (a)) y Q(b, f (b)).

Figura8.11

f(b)

f(a)

Observacién

Una funcién convexa también se denomina céncava (+) (o concava hacia
arriba), pues se abre en el sentido de las y positivas; en caso contrario, se
suele decir céncava (-) (o céncava hacia abajo).

Si se observan las siguientes grificas:

Figura8.12

se puede visualizar que en los puntos donde la funcién es convexa o
concava hacia arriba, su grafica esta situada por encima de la tangente a
la curva en ese punto, y por lo tanto, al recorrer de izquierda a derecha un
intervalo de convexidad de una funcién, la derivada primera es creciente y
la derivada segunda positiva.

Anilogamente, en los puntos donde la funcién es céncava o concava
hacia abajo, su grafica esta situada por debajo de la tangente a la curva en
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ese punto, y por lo tanto, al recorrer de izquierda a derecha un intervalo
donde la funcién es concava, la derivada primera es decreciente y la deriva-
da segunda negativa.

Conclusién:

Sea f una funcién dos veces derivable en el intervalo I,

* Siparatodox €1, f" E x% > () entonces f es concava hacia arriba en /.
* Siparatodox €/ f"(x)< ( entonces f es concava hacia abajo en /.

8.1.2.1. Estudio de los intervalos de concavidad y convexidad

Seala funcién f(x)=x*-3x+2
1. Senecesita hallar la derivada segunda y calcular sus raices.

f"(x)=6x;6x=0 si x=0

2. Se forman intervalos abiertos con los ceros (raices) de la derivada
segunda y los puntos de discontinuidad (si los hubiese):

(—oo,O) y(O, +oo)

3. Se toma un valor de prueba en cada intervalo, y se halla el signo que
tiene en la derivada segunda evaluada en dicho valor. Segtin el criterio,
sif” (x) >0esconcava hacia arribaysif”(x) <0, es cdncava hacia abajo.
Del intervalo (- «, 0) se toma por ejemplo x=-1,
f7(-1)=6(-1) < 0; f es concava hacia abajo
Del intervalo (0, ») se toma por ejemplo x =1,

F£7(1)=6(1)>0; f escéncava hacia arriba

Figura8.13

)

0

4. Se escriben los intervalos indicando la concavidad:
Cdncava hacia arriba: (0, »)
Céncava hacia abajo: (- «, 0)

Definicion

Se llama punto de inflexion o punto desilla a aquellos puntos donde
la funcién cambia la concavidad. En estos puntos la tangente
atraviesa la grafica de la funciony la derivada segunda se anula.
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Figura 8.14

Funto de inflexian

Cancaya

] Concava
hacia )

_ hacia
abajo

-~ arriba

Sin embargo, puede ocurrir que la derivada segunda sea nula en un
punto donde no hay cambio de concavidad. Por ejemplo:

S(x)=x"
fM(x)=12x";12x* =0=>x=0
Pero esta funcién no cambia la concavidad enx=0pues "> 0 paratodox.

Figura8.15
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8.1.2.2. Célculo de los puntos de inflexion

Seala funcidn f (x) =x* —3x + 2, para hallar sus puntos de inflexion se pro-
cede de la siguiente manera:

1. Secalculala derivada segunday sus raices.
f7x)=6x; 6x=0=>x=0.

2. Se analiza el signo de la derivada segunda en los intervalos deter-
minados por las raices de dicha derivada, que son (-x,0) y (0,+), eli-
giendo un valor de prueba en cada intervalo:
f7(-1) =- 6, como la derivada segunda es negativa, la funcién f es
cbncava hacia abajo en el intervalo (-=,0) .

f”(1) =6, como la derivada segunda es positiva, la funcién f es con-
cava hacia arriba en el intervalo (0,+) .

En x, = 0 hay un punto de inflexién pues en dicho punto cambia la
concavidad y existe recta tangente.

3. Secalculalaimagen (en la funcién) del punto de inflexién.
f0)=(0)>-3(0) +2 =2, entonces el punto de inflexién es:(0, 2)

Ejemplo:

Para la siguiente funcidn, hallar, si existen, los puntos de inflexién de
la misma:

/(%)=

3

(x-1)
Eldominio de f:
(x—l)2 =0=x=1 esdecir Dom f=R-{l}
Se calcula la derivada primera de la funcién y los puntos criticos:

x*—3x?

/'(x)=

=0=>x -3x"=0=>x,=0yx, =3

(x-1)
Se calcula la derivada segunda y sus raices:

F(x) == 0= 6r=0=x=0
(x=1)

Quedan determinados los intervalos: (-=,0),(0,1), (1, +=) . En ellos se es-
tudia la concavidad:

) 3 , . . .
f (_1) _ -2 , fesconcava hacia abajo en (-=,0).
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f”(lj _4g » fesconcava hacia arribaen (O,1).
2

fv( 2 ) —12 , fesconcava hacia arriba en (1,+).

Se calcula la imagen de x, =0 (pues alli cambia la concavidad): f (0) =0.

Como en este punto existe recta tangente, entonces hay punto de in-
flexién en (0,0), ya que la funcién pasa de céncava hacia abajo a céncava
hacia arriba.

Problemas:

1. Obtener la ecuacién de la tangente a la grifica de f (x) = 2x° — 6x? + 4

en su punto de inflexién.

(%) = 6x*—12x

f'"x)=12x-12

12x-12=0=>x=1

£"(0) =-12 entonces f es concava hacia abajo en (-»,1)

Ff'(2) =12 entonces f es concava hacia arriba en (1, +w)
f=0yenx=1 existe recta tangente, entonces el punto de in-
flexién es: (1, 0)

F)=6-12=-6=p,

y-0=-6(x—1) = y=-6x+6 es la recta tangente en el punto de
inflexién (1,0).

2. Lacurva f (x) =x*+ ax*+ bx + c corta al eje de abscisas en x =3 y tiene
un punto de inflexién en (2/3,1/9). Hallar a, by c.
fe)=x+ax*+bx+c
f)=3x2+2ax+b f’(x)=6x+2a
f3)=0 esdecir 27+9a+3b+c=0

7 2)_lesdecir 8 4 2, 1
3) 9 27 9 3 9

K (%):0 es decir 6.§+2a:0

a=2 b= 262 =27
63 21

3. Determina las ecuaciones de la tangente y normal en su punto de
inflexion a la curva:
fe)=x>-3x2+7x+1
frx)=3x2—6x+7
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frx)=6x-6

6x-6=0=x =1

f"(0)=-6, f es concava hacia abajo en (-~,1)

f'2)=6,f escéncavahaciaarribaen (1,+) y f(1)=6yenx, =1existe
recta tangente, por lo tanto, el punto de inflexién es: (1, 6)
m=f'1)=4 'y m, = -1/4

Rectatangente:y-6=4(x-1) > y=4x+2

Rectanormal: y—6=-1/4 (x—1) =y =-1/4x +25/4

Con estas herramientas que se trabajaron hasta aqui, es posible hacer
un estudio completo de una funcién para poder graficarla.

Sea la funcién:
3

x
f (x): 2
(x=1)
Realizar un estudio completo de la misma para poder graficarla
aproximadamente.
a. Dom f = ]R—{l}

b. Asintotas:
) x°
lim———— =4

xol (x—1)2

Luego la recta x = 1 es asintota vertical (no se necesita analizar a derecha e
izquierda de x =1 pues el denominador siempre serd un cero positivo).

2
_ 3 3 3
m= lim (x 1) = lim X = lim =
- - 2 3 2
xoim x frrers x(x—l) xoim 3 _0x2 hx  xo

. x L X=X +2x—x .
n= lim > —x= lim =

X—>+0 X—>+00 27 X+ 7X~H<>c =
= (x-1) x?—2x+1 xz(l_ng%) [1_3+i2)
X X X X

1

2fp L

. x X=X+ -x x[ x
n=lim 5 —x= lim = li

. e P —2x+l = 2 1 LY
(x-1) X xz(l——+—zj [1——+—2)
X X X

Luego la recta y =x + 2 es asintota oblicua izquierda.
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C.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

f'(x) _ X =3x7

(x=1)

f(0)=0=>x"-3x"=0=>x,=0 y x =3

Por lo tanto quedan determinados los intervalos (-,0), (0,1), (1,3),
(3,+%) (se tiene en cuenta que en x = 1 hay una asintota vertical). Se
analiza el signo de la derivada primera tomando un valor de prueba
en cada intervalo:

. _(=1)'=3(-1) 1 entonces fes creciente en (-»,0).
(=)= W =3

3 2
f'(l) = M =5 entonces fes creciente en (0,1).
2 (1/2-1)

f'(Z) _ (2)3 *3(2)2 _

-4 entonces fes decreciente en (1,3).

(2-1)
f'(4)= (42431534) g entonces f es creciente en (3,+«).

Maximos y minimos relativos:

fcambia el crecimiento en el valor 1 de las abscisas pero alli hay asin-
tota vertical, por lo tanto no hay extremo. En x, =3, f cambia de
negativa a positiva, luego, en el punto (3, 27/4) hay minimo relativo.
Concavidad y puntos de inflexion:

) == O g 6r=0=x=0

Por lo tanto quedan determinados los intervalos (-»,0), (0,1) y (1,+)
(teniendo en cuenta la asintota vertical), alli se analiza el signo de la
derivada segunda tomando un valor de prueba:

f"(-1)=-2, fesconcava hacia abajo en (-x,0).

Gj , fesconcava hacia arriba en (0,1).

, fescéncava hacia arriba en (1,+x).

Se calcula la imagen de x =0 (pues alli cambia la concavidad): f(0)=0.
Existe entonces un punto de inflexién en (0,0), ya que la funcién
pasa de concava hacia abajo a cdncava hacia arriba y en ese punto
existe recta tangente.
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f. Setraza la grafica aproximadamente con todos los datos obtenidos
de la funcion:

Figura8.16

8. 2. Diferenciales

A veces se necesita hacer algiin calculo aproximado de, por ejemplo una raiz
cuadrada. Como es un calculo aproximado, se estd cometiendo un error en el
mismo. Los diferenciales permiten una buena aproximacién al resultado real.
En efecto, sea la funcién y = f(x), en la que se traza la recta tangente a f{x) en el
punto P(a, f{a)).

Figura8.17

Ay = fla+h) — f(a)

h=a+h+a da

1

4

©
+
>
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Si se trazan un par de ejes imaginarios dx (paralelo al eje x) y dy (paralelo al
ejey), que pasen por el punto P, la recta tangente tiene por pendiente:

_9R_

= f'(x)=OR=f'(x)PR=f'(x)h

m, =tga

Entonces la ecuacién de esta recta con el sistema de ejes imaginarios es:
dy=f '(x)dx

De manera que, tomando dx = / se tiene que el segmento OR = dv . Aho-
ra, si dv = h resulta que Ay =dy, pero Ay = f (a+h)- f(a), de modo que

dy ;f(a+h)—f(a)
f(x)dx=f(a+h)-f(a)
f(a+h)=f"(x)dx+ f(a)
Conclusién: el diferencial es una aproximacién al valor real de la funcién

en un punto determinado.

Ejemplo:
1. Calcular /4,5. ;Qué error se esta cometiendo al hacer el calculo
aproximado?
Seafix)=x ,a=4,h=05

()L
f(x)= 2 x
Entonces f(4,5) =f(4+0,5) = f"(4)0,5+ f(4)

1
J45=——0,5+/4
244

V4,5 ;ll+2:1+2:2,125
42 8
dy:f'(x)dx:LO,Szo,IZS
24

Ay =f(a+h)—f(a)=45-V4=2,12132-2=0,12132

error = ‘Ay - dy‘ =

0,12132-0,125/=0,00358

2. Calcular el diferencial de la siguiente funcién

x+2
f(x)— x2
P (x+2)2 2 07—
(o) - S g XAy xd,

INTEGRACION DE FUNCIONES 297



3. Calcular el diferencial de la funcién

f(x) _ 73x271

df (x)=6x.7"""dx

4. Un cuadrado tiene 2m de lado. Determinar en cudnto aumenta el
area del cuadrado cuando su lado lo hace en un milimetro. Calcular
el error que se comete al usar diferenciales en lugar de incrementos.
S=x
AS = (x +7)? —x* =2,001% —4 = 0,00400 17>
dS = 2x.dx = 4.0,001 = 0,004m”

Error=AS —dS =10"°m"
5. f(x) =In senx

df (x) = senl\/; cos/x. 2\1/; dx = cozt\gFf dx

8.3. Regla de LHo6pital

Sean fy g funciones derivables y que g'(x)#0 en algin intervalo abierto
que contiene al punto a (excepto posiblemente en a). Si se supone que

limf(x)=0 y limg(x)=0
oque
lim f(x)=400 y limg(x)=xo0
(es decir, se obtiene una forma indeterminada del tipo 0 4. Por lo tanto
, e8]
TG BTG
x—a g (x) x—a g (x)

si el limite en el lado derecho existe (0 es +» 0 -).

Observacién

Esta regla también es valida si tomamos limites laterales cuando x tien-
deaa (x—a).

Ejemplos:
1. .. e —e”
lim
x—0 senx
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X X X —X
.. e . e +e
lim =lim =2
=0 senx =0 cosx

—e

. X
2. lim ————
o (ln x) +2x
. X . 1 . X
lim ————= lim = lim

X+ (ln )C) +2x xoHw 3(ln x)z l+ 2 - X—>+0 3(111 X)2 x =
X

. 1 .
= lim = lim = Iim =
x4+oo6lnx-7+2 x>0 Gln x +2x x4)+007+2 x40 G4 2 x

X X

8.3.1.Indeterminacién infinito menos infinito (e - «)

1 . X .
m——= lim =lim —=
X+ 2 2

1

En estas indeterminaciones, si la expresion es una resta de fracciones, se re-
suelven sacando denominador comun para poder aplicar la regla de LHbpital.

Ejemplo:

. 1 1
lim| ——
0 x  senx

. 1 1 . [ senx—x . cosx—1
lim| —— =lim| —— |=lim| ——— |=
0 x  senx 0\ xsen x 0\ sen x + xcos x

. —senx . —sen x
=lim =lim| —— |=0
=0\ cosx+cosx+x (—sen x) 0| 2cos x — xsen x

8.3.2. Indeterminacién cero por infinito (0.x)

Estaindeterminacién se transforma para poder aplicar la regla, del siguiente

modo:

limA.B:limé 0 limA.B:lim?

X—a X—a l X—a X—a o

B A

Ejemplo:
lim (tg x— 1) sec2x
x—)X
— 2 p—

lim(rgx—Dsec2x = lim & D _jjmy 5% _ppy 1 _
. I Cos 2x R —sen2x2 ot 2cos” xsen2x
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8.3.3.Indeterminaciones 0°,0° y1”

En estas indeterminaciones hay que llevar la expresion a una indetermina-

cién del tipo go'f para poder aplicar la regla de UHopital y para ello se

0

usard el logaritmo y sus propiedades.

Ejemplo:
L limx™
x—0
y= xtgx

In y = Inx"" = tgxinx

. . senxlnx . Inx . 1/x
limln y =lim——— =1lim =lim =
x>0 x>0 COSX x—=0 COSX x>0 —Senx senx — Ccosx cCosx
senx sen*x
2

. 1 senx . senx
=lim-———————=lim-senx =0

=0 x sen x+cos'x 0 X

Entonces, como el logaritmo es una funcién continua, se tiene:

limlny:lnlingyzojlingy:eo:1-

x—0

Por lo tanto:

limx® =1
x—0

1
lim(xsz -
x—>2 2

=3
<

Il
=3
/N
N | =
Ne—

=

b
1]
=

|

3
7\
N |
N—

In (;) 2 )
limln y =lim =limX =lim==1
x—2 2 x—2 x-2 ] X2 x
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Nuevamente, como el logaritmo es una funcién continua:
limlny=Inlimy=1=limy=¢'=e-
x—2 x—2

x—2

Por lo tanto:

A X |x-2
lim| = =e
x—0 2

8. 4. Analisis matematico de un modelo de fallamiento

Ala siguiente actividad se la propone como un resumen y aplicacién del cal-
culo de derivadas a un aspecto de la geologia. Servird ademdas como ejemplo
de como, en ocasiones, la realidad de los hechos sea mas complicada de lo
previsto y sea necesario complejizar aiin mas el modelo matemdtico que pre-
tenda explicarlo.

La formacién de fallas en la corteza terrestre es producto de la inte-
raccién entre placas tectdnicas. Esta interaccién produce fuerzas que en
el interior de las placas generan estados de esfuerzos. El desarrollo de los
esfuerzos combinado con aspectos propios de la roca (dngulo o coeficiente
de rozamiento o friccién interna y la cohesién de la roca) condicionan la
formacién y desarrollo de las fallas.

Figura 8.18. Corte transversal de un sistema de fallas

Nota. Corte transversal al rumbo de un sistema de fallas normales en donde:
m =desplazamiento neto; L =longitud del plano de falla; h =espesor de la corteza fragil;
e =extension del terreno; (0, @) = posibles angulos de inclinacion total de las fallas.
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Los procesos extensionales de la corteza terrestre producen fallas nor-
males, algunas de las cuales de gran tamafio, que penetran en la corteza a
grandes profundidades. Se ha comprobado que ocurren generalmente a lo
largo de planos que, con respecto a la horizontal forman dngulos de apro-
ximadamente 60°.

Una explicacién de este comportamiento seria que este dngulo permi-
tiria que se cumpla la ley del minimo esfuerzo, es decir que el dngulo mini-
mizaria la cantidad de trabajo, entendido como concepto fisico, realizado
para que se pueda producir una determinada extension.

Como lo plantea Waltham (2002), es posible realizar un modelo matema-
tico que dé cuenta de este fendmeno natural encontrando una funcién mate-
matica que relacione el trabajo realizado, con los elementos geométricos de
una falla y luego hallar el angulo para el cual esa funcién se torne minima.

Una simple consideracion que puede hacerse seria que el trabajo realiza-
dow, es proporcional alalongitud de la falla Ly al rechazo m (ver figura 8. 19)

De manera que se puede escribir:

W =o0Lm 1)

donde a es un valor positivo que representa al coeficiente de rozamien-
to alo largo del plano de falla.

Tanto L como m pueden ser expresados en funcién del angulo de incli-
nacién @ dela falla (buzamiento).

Ast:

h e

L= m=
send cosO

donde h es el espesor de la corteza rigida y e es la medida de la extension
ocurrida.
Si se las introduce en la ecuacién (1) se obtendra:

e aeh (2)
cos@sin0

Esta expresion representa el trabajo realizado durante el desplazamien-
to de los bloques en funcién de un dngulo g.

Es necesario observar que la misma extensién e puede producirse a par-
tir de dos modelos diferentes de falla, uno con un angulo de inclinacién
0’ elevado y otro con un angulo @ sensiblemente menor (ver figura 8. 18).

La cantidad de trabajo necesaria para lograr cierta extension serd mayor
si la longitud del plano de falla aumenta, puesto que implicard una mayor
superficie de friccién. La cantidad de trabajo realizado aumentara a medi-
da que aumente el rechazo o cantidad de movimiento a lo largo del plano
de falla. Por otra parte si la falla fuera muy inclinada se realizard mucho
trabajo para producir el movimiento a lo largo del plano de falla.
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Serd necesario entonces encontrar un angulo de inclinacién @ minimo
para el cual ambos efectos sean lo menor posible.

Si se aplican los conceptos enunciados en las paginas precedentes
acerca de las propiedades de la derivacién de funciones matemdticas, para
conocer el valor del dngulo @ para el cual el trabajo w sea minimo se debe-
rd inicialmente derivar la funcién (2) y determinar para qué valor de 9 la
misma posee puntos criticos. Previamente y para mayor facilidad, conside-
rando que tanto O como ey h siempre son valores numéricos mayores que
cero, en (2) se hard la siguiente sustitucidn:

c=oeh

La derivada de (2) sera:

w=f(0)=——— ¢>0

senf cos O

—c(cosOcos®—sen® send) —c(cos’ 0 —sen’d
1'(0)= ( )=l )

sen® 0 cos* 0 sen*0cos’ 0

Igualando la derivada a cero para hallar los puntos criticos:

1(0)-= —c(cos2 0 —sen’ 9) o

2 2
sen” 0 cos” 0

Finalmente se obtiene que:
T
6=-=
4
A este punto para conocer sien g _ 7, la funciéon posee un maximo o un
4
minimo se deberd calcular la derivada segunda:

—c(2cos 6 (—senB)—2sen6 cos0)sen’d cos’6 +c (cos2 0 —sen’ 9)(25en0c0s30 - 23en390059)

1"(0)=

sen*Ocos*0

4¢ sen’Qcos’0 + 2c (cos29 —sen*0 ) (sen0c0539 - sen390030)

7(0)

sen*0cos*0

Por ultimo para sabersien @ = la funcién (2) posee un minimo en

T
4

2, suderivada segunda debera ser positiva.

4
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Reemplazando 7 enladerivada segunda se obtiene:

Ik Gkt) Gha)
e

Lo que demuestra que efectivamente en 2, la funcién posee un minimo.
4

)

4
=Tc=8c>0
2

Si se grafica la funcién (2), se podrd visualizar su punto minimo

i 2¢ | tal como se muestra en la figura 8. 19.
b

Figura 8.19. Funcién trabajo de |a falla en funcion del angulo de falla

2

Nota: como anticipado, ¢ = aeh, siempre serd un valor positivo que, dependiendo de
los valores que asuma, acercard o alejara el vértice de la funcién al eje x permaneciendo

invariado ~—_ como minimo de la funcién.

4
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En conclusién, el modelo matematico desarrollado a partir del concepto
del trabajo realizado, predice que el tipo de fallas consideradas, se producen
con angulos de inclinacién de 45° lo que contradice las observaciones de
campo que muestran inclinaciones mayores.

Como las observaciones no coinciden con la teoria es evidente que este
simple modelo matematico de fallamiento no tiene en cuenta otros facto-
res presentes en la naturaleza. Lo destacable en este caso es que el andlisis
matematico realizado permitird descartar al modelo seleccionado o even-
tualmente modificarlo para hacerlo mis ajustado a la realidad.

8.5. Teoremas de funciones derivables

Veremos dos teoremas muy importantes en el cdlculo diferencial porque
son la base de la teorfa del cilculo integral.

8.5.1. Teorema de Rolle:
Sea funa funcidn que satisface las tres hipdtesis siguientes:

1. fescontinua en el intervalo cerrado [a,b].
2. fesderivable en el intervalo abierto (a,b).

3. fla)=fb)
Entonces existe un nimero c en (4,b) tal que f*(c)=0.

Graficamente, se pueden analizar algunos graficos de funciones que cum-
plen las hipdtesis del teorema:

Figura 8.20

1 ™ ™~

| H |

| \ ! i
R : : i f :
[ [ 1 I ! H = /i
N : : l b ; R I
[ [ | ! ! I [ . 3 _A_,.. :
acl czh % a & b 4 2k ox a e box

En cada grafico vemos que existe al menos un nimero ¢ en (4,b) donde la
recta tangente a la curva es horizontal, es decir es una recta de pendiente cero.

INTEGRACION DE FUNCIONES | 305



Veamos un ejemplo donde se necesita aplicar el teorema.

Ejemplo:

Demostrar que la ecuacion x* +x—1=0 tiene unay sélo una raiz real.

Aplicando el teorema del valor intermedio, podemos demostrar que
existe una raiz.

Sea f(x)=x’+x-1,es continua por ser polinémica, /(0)=-1<0 'y

/(1)=1>0, entonces por el Teorema del Valor Intermedio, existe c€(0,1)
tal que f(c) =0. Por lo tanto, la ecuacién dada tiene una raiz. Para demostrar
que no tiene otra, se utiliza el Teorema de Rolle, suponiendo que tiene dos
raices ay b, entonces f(a)=0= f(b),ademds fes continua en [a,b] y deri-
vable en (a,b), entonces por el Teorema de Rolle, existe un nimero ¢ € (a,b)
talque f'(¢)=0, pero f'(x)=3x’+1>1 paratodox, por lo que la derivada
nunca sera cero. Esta contradiccién proviene de suponer que existen dos
raices de la ecuacién.

Este teorema es un caso particular de otro teorema muy importante,
enunciado por primera vez por Lagrange.

8.5.2. Teorema del valor medio (o teorema de Lagrange):
Sea funa funcidn que satisface las siguientes hipdtesis:

1. fescontinua en el intervalo cerrado [a,b].

2. fesdiferenciable en el intervalo abierto (a,b).

Entonces existe un ntmero ¢ en (a,b) tal que

f'(c) _ f(b)_f(a)
b—a
Obien, loque eslomismo £ (b)- f(a)=f"(c)(b-a)

Veamos que es razonable geométricamente: la pendiente de la recta secante

f(6)~f(a)

que pasa por los puntos A(a, f (4)) y B(b, f (b)) es m,, =
b—a
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Figura 8.21

w.P(c,f(c)

=
(o]

1f(c1)),

>
P (R,
® -\N

xf cl 72 b Xy

Como vemos en los grificos, la secante es paralela a las tangentes tra-
zadas a la curva, es decir, dichas rectas tienen la misma pendiente, como
determina el teorema: la recta tangente tiene la misma pendiente que la
recta secante que pasa por los extremos del intervalo.

Si pensamos en razén de cambio, este teorema estd afirmando que en
un intervalo [a,b] del dominio de una funcién continua, la razén de cambio
promedio coincide con la razén de cambio instantdnea para algin punto
del intervalo.

Ejemplos:
1. Si un objeto se mueve en linea recta y su funcién de posicion es
5§ = f(t) ,lavelocidad media entre t=ayt=bes

/(8)-1(a)
b-a

ylavelocidaden el momentot=ces f’(c).As, el teorema del valor
medio nos dice que en algiin momento t = ¢ entre a y b, la velocidad
instantdnea f'(¢) es igual a la velocidad promedio; por ejemplo,
si un automévil recorriera 180 km en 2 horas, el velocimetro deberia
indicar, al menos una vez, 90km/h.

2. Supongamos que f(0)=-3yque f’ (x) < 5 paratodoslosvalores de
x. §Qué tan grande puede ser f(2)?

Resolucién:

Segin los datos, fes diferenciable y por lo tanto es continua para
todos los valores de x, en particular, el teorema del valor medio es
aplicable al intervalo [0,2], entonces existe un niimero c tal que:

F(2)=7(0)=1"(e)(2-0)= 1 (2)= £ (0)+2/"(c) = -3+2f"(c)
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Sabemos por dato, que f’(x)<5 paratodax, en particular
f'(c)s5=2f"(c)<10 y f(2)=-3+2f"(c)<-3+10=7

Luego, el valor maximo posible de f(2) es 7.

El teorema del valor medio sirve para establecer algunos de los he-
chos bésicos del calculo diferencial.

Teorema
Si f'(x)=0 paratodaxen un intervalo (a,b) entonces fes constante en (4, b).

Corolario
Si f'(x)=g'(x) paratodaxen un intervalo (a,b) entonces (f-g) es cons-
tante en (q, b), es decir f(x)=g(x)+C donde C es una constante.

Ejemplo:
Si f'(x)=3x"=g'(x)= f(x)=x"+5 y g(x)=x" donde
f(x)zg(x)+5-

8.6. Polinomio de Taylor y polinomio de MacLaurin

Hay funciones que por su expresion algebraica, resulta complicado hallar la
imagen de algunos valores del dominio. En estos casos es posible calcularla
si aproximamos la funcién por un polinomio, por ejemplo, un polinomio
lineal. Sila funcién es derivable en x =a, una aproximacién lineal esta dada
por la recta tangente en x_ =, es decir

y=7(a)+ f'(a) (x-a)= L= (x)

Figura 8.22. Recta tangente a la funcién fen x =a

yn

Y

0 / a X

Fuente: Adaptado de Stewart, ], 2001.
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En este caso vemos que P (a) = f(a) ypl' (g) :f’(")‘
Se usa la recta tangente como una aproximacion a la curvay = f (x) en el
punto (a, f (4)) cuando x estd cerca de a. La ecuacién de la recta tangente es

y=/(a)+f"(a)(x~a)

Y la aproximacién f(x)=z f(a)+ f'(a)(x—a) se llama aproximacién li-
neal de fen x=a.

La funcién lineal B, (x)= f(a)+ f'(a)(x-a) es un polinomio de grado
1y se denomina linealizacién de f.

Veamos el siguiente ejemplo: si tenemos la funcién f(x)=2"y que-
remos calcular 2*', vamos a utilizar la aproximacién lineal de la funcién
tomando como a =0:

f'(x)=n22"= f'(0)=1n22° = In2
R (x)=£(0)+f(0)(x—0)=1+In2.x

P(O,l):l+ln2.0,1:1+ln—251,069
! 10

Figura 8.23. Recta tangente a la funcién 2*en x =0.5

15

| y=1+0.69

0.5
Fuente: Adaptado de Stewart, ], 2001.

Si necesitamos una mejor aproximacion, podemos buscar un polino-
mio de grado 2, por ejemplo, donde

f(a)=E(a):f"(a)= P (a); /" (a)= P (a)
y
P(x)=A(x~a) +B(x—a)+C.

Entonces

P (a)=C=/(a) 0

Pz'(x)z2A(x—a)+B:>Pz'(a):B=f'(a) @
2
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P (x)=24= Bl (a)=24= 1"(a) = A= L) @)

Por (1), (2) y (3) tenemos que
p(0)= 7 (@) @)+ D ea = ()

Si necesitamos una mejor aproximacion, podemos buscar un polino-
mio de grado 3, por ejemplo, donde

f(a)="P(a); f'(a)=P(a); f"(a) =P (a);/"(a)= P (a) y
R(x):A(x—a)3 +B(x—a)2 +C(x—a)+D.

Entonces

P(a)=D=f(a) (1)
f;'(x)=3A(x—a)2+2B(x—a)+C:>P3'(a)=C=f'(a) (2)
P/ (x)=234(x-a)+2B= P, (a)=2B= f"(a)= B= f"z(a) 3)
P (x)=234= P (a)=234= f"(a) = A= 2 ;) “)
Por (1), (2), (3) y (4) tenemos que

R(0)=F(@)+ r(a)-a)s D ey O = 1 ()

En general si necesitamos un polinomio de grado n, de la forma

P (x)=c,(x—a) +c,, (x—a)" +...4¢,(x—a) +¢ (x—a)+¢,
que aproxime a la funcién y = f (x), donde

f(a)=F,(a):f"(a)=F (a):f"(a) =P (a): /" (a) = B (a);...: ) (a) = B}") ()
Se realiza el mismo procedimiento y se tiene que

P, (a)=c,=f(a)
Pn'(x):ncn (x—a)w1 +(n—1)c”71(x—a)"72 +...+2¢, (x—a)+c, = ID,;(:I):CI =f’(a)

P (x)=n(n-1)c, (x—a)m2 +(n-1)(n-2)c,, (x—cz)yk3 +...+2¢,
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I7(a)

=P (a)=2¢,=f"(a)=¢, =

2
P (x):n(n—l)(n—2)cn (x—a)n_3 +..432¢, = Pﬂm(a)=3.2c3 =f"'(a)
:>c3 _ fm(a)
3.2

Pn(">(x)= n(n—-1)(n-2)(n-3)...3.2.1c, =p" (a)=
=n(n-1)(n-2)(n-3)...3.2.1c, =f(")(a)

e f(")(a) :f(")(a)
" n(n-1)(n-2)(n-3)...32.1  n!

Asi, el polinomio de grado n queda

£ ()= £ (@) (@) x-a)+ LD ey L

2! 3!

y se llama polinomio de Taylor de grado n de f, con centro en a.
Sia =0, nos queda

f"(O) X f’"(O) X+ f(”) (O) "~

P (x)= 1 (0)+ (0 x4 w4 S

y se llama polinomio de Maclaurin de grado n de f, con centro en 0.

Ejemplo:
Aproximar la funcién £ (x)=cosx con el polinomio de grado 4, con centro
ena=T.

P (x)=7s (
f(m)=c
/'(x)=

f"(x)=—cosx= f"(w)=—cosm =1

)

—senx:>f( )=—senrt =0

S"(x)=senx=> f"(n)=sent =0
S (x)=cosx= f"(n)=cosm =—1
Entonces el polinomio de grado 4 es
1 0 -1
P4(x):—l+0(x—7r)+2—!(x—7r)2 3'(x z) +4—!(x—7r)4:

P4(x):—l+%(x—7r)z—2—l4(x—ﬂ)4
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Figura 8.24

1 > 1 4
g(x):—l-i—E(x—n') —a(x—ﬂ)

Si se grafican las aproximaciones: lineal, cuadritica y de grado cuatro,
se observa que cuanto mas términos tiene el polinomio, mejor se aproxima
ala funcién:

P x)=-1

2 24
Figura 8.25

l 2

h(z) = -1+ 5 (z — 7)?

T
=
<g
0 —

0 ™ !
r) = cos(x) \ /
-1 .

312 | BARBIERIY GARELIK



Capitulo 9
Integracion de funciones

9.1. Una aplicacion al estudio de las rocas: geocronologia

El uso de isétopos radiactivos para datar rocas, puede arrojar una fecha
bastante exacta y algunas veces muy precisa. En su modo mds simple, la
desintegracién radioactiva de is6topos puede pensarse como una reaccién
en la cual el dtomo padre (P: parent) se desintegra en un dtomo hijo (D:
daughter) mas otras particulas atémicas:

P — D + otras particulas

La desintegracién de cualquier dtomo radioactivo es un suceso aleato-
rio, que no depende de los 4tomos vecinos presentes, condiciones fisicas ni
estado quimico del dtomo. Solo depende de la estructura del nicleo, por
ello, cada dtomo de un tipo dado, tiene la misma posibilidad de desintegrar-
se en la unidad de tiempo. Esa desintegracién tiene lugar a una velocidad
fija, porlo que la razén de cambio en la concentracién de un isétopo radiac-
tivo con el tiempo, es una funcién del ndmero de dtomos presentes (N) y de
la probabilidad de desintegrarse, en la unidad de tiempo, llamada constante
de desintegracion }, .

N _ N
dt

El signo negativo en la ecuacion significa que N decrece con el tiempo.
La velocidad de desintegracidn es llamada a veces actividad.

A= aN =—-AN
dt

Esta expresion conduce a la denominada ecuacién de edad. Veamos cémo
obtener dicha ecuacién.

En una muestra de roca, lo que se puede medir son el niimero de ato-
mos padres remanentes (N) e hijos (D), de manera que es necesario hallar
una ecuacién que relacione estas cantidades.

Si se conoce la razén de cambio de los dtomos presentes respecto del
tiempo, es posible hallar la expresion que relaciona los atomos presentes en
funcién del tiempo. Si en la ecuacién:

N __an
dt
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se separan las variables del siguiente modo:

1
IN _ et =L an = —adr
N N
es posible pensar qué funcién tiene como derivada i respecto de la

N

variable Ny qué funcién tiene como derivada — ), respecto de la variable t.
La derivada de:

d(nN) _ 1 d (M)
N N T @

Aqui se trabaja con la operacién inversa a derivar una funcion, que se de-
nomina integrar una funcién, es decir, conocida la derivada f” se quiere ha-
.z . . 1 . .
llar la funcién f que tiene como derivadaa f". Se simboliza

f’(x)dx:f(x)+C
I d(f(x)+C)_

donde Cesla constante de integraciony =2 21— ¢ ( x) .

dx

=—1.

Entonces en el problema planteado

%dN=—}tdt:>f%dN=f—/ldt:>lnN+Cl =—At+C,

Como (C y(C, son constantes, se pueden agrupar de un lado de la
igualdad y nos queda la ecuacién

InN=-At+C

Para determinar el valor de C, sabemos que cuando t =0, el nimero de
atomos es N, , entonces

InN,=C
Y la ecuacién queda

In N =—At+InN,

1nN—lnN0:—ltjlan:—/lt:Nl:e’“:>N:Noe”“ (1)

0 0
Esta dltima es la ecuacidén que describe la desintegracién radioactiva
de un isétopo y muestra que el nimero de dtomos padres (P) remanentes
declina exponencialmente con el tiempo. Suponiendo que todos los dto-
mos hijos (D) son producto de la desintegracién radioactiva de los dtomos

314 | BARBIERI Y GARELIK



padres, la relacidn entre el nimero de dtomos hijos producidos radigénica-
mente (D") y el ndmero de dtomos padres remanentes (N) es:

N,=N+D’ @

Si alguna cantidad de itomos hijos estd presente inicialmente en la
muestra ( D, ), debe ser sustraida del total de dtomos hijos presentes (D)
para dar la cantidad de dtomos hijos producidos radigénicamente. Esto es:

D' =D-D,

Combinando las ecuaciones (1) y (2) podemos eliminar N,:

N=(N+D")e” =Ne*+D'e” =N-Ne" =D'e™

l_e;ll =D'= N(¢"-1)=D (3)

*

N(l-e™)=D'e* =N —
La ecuacién (3) relaciona el namero de dtomos padres remanentes (N) e

hijos (D) que son las cantidades que se pueden medir en la muestra.
Despejando ten (3):

*

(e“ _1):%36/“ :l;;+1:1n(€l’):1n(]Dv*+lj:>lt:1n(l;+1]

Entonces,

tzlln 2+1
A N

que es la férmula conocida como ecuacién de edad que permite calcular la
edad de una muestra mediante la medicién de la cantidad de dtomos hijos
. . ’ . * 7
producidos radigénicamente (D) y dtomos padres remanentes (P).

Definicién
Sean fy Ffunciones, F es una primitiva o antiderivada de fsiy
solo si para todo x del dominio de fy F se verifica que

F'(x)=f(x).

Ejemplo:
Si f (x) =3x”, hallar una funcién F(x) que sea primitiva de f.
Una antiderivada puede ser F(x)=x’ pues F'(x)=3x" = f(x).
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Pero la funcién G (x)=x*+5 también es una primitiva de f pues
G'(x)=3x2 +0=3x" =f()C). Y asi, toda funcion de la forma

3 . .
F (x) = x" + C conCcualquier constante, es una primitiva de .
La operacién de buscar la antiderivada de una funcién f se simboliza

ff(x)dx

Asi que en general:
ff(x)dx = F(x)+C

donde F es una primitiva de f y la constante C se denomina constante de
integracién. Esta expresion se denomina integral indefinida de f.

fes el integrando

flx) dx es el elemento de integracion (dx indica respecto de qué variable se
integra)

[ es el signo de integral.
Observaciones

e Laintegral indefinida representa una familia de funciones.
e No toda funcién tiene primitiva, pero si fes una funcién con-
tinua en un intervalo [a,b] entonces tiene una antiderivada.

Propiedades

L f(fig)(x)dx=f(f(x)ig(x))dx:ff(x)dxifg(x)dx
2. ,[kf(x)dekff(x)dx con k una constante

9.2. Métodos de integracion

Existen integrales que se calculan inmediatamente pues la funcién que
forma parte del integrando es una derivada conocida, algunas de ellas son:

m+l

X

3. [x"dx =
m+1

+(C param=#-1

fldx=ln|x|+C
X

316 | BARBIERI Y GARELIK



Jsenxdx:—cosx+C

fcosxa’x =gsenx+C
1

cos’ x

[sec’xdx =] dx=tgx+C

4. _[axdx -9 +(C , enparticular ,[exdx =" +C
Ina
Ejemplo:
I(4x3 + ZSenx)dx =[4x> dx+ ]2 senxdx =

4
=4fx3dx+2fsenxdx=4%—2cosx+C=x4—2cosx+C

9.2.1. Método de sustitucién

Hay funciones que no se pueden integrar en forma directa, por ejemplo:

[2xsenx® dx

El elemento de integracion es el producto de dos funciones, de las cua-
les una de ellas es una composicion, de modo que en este caso se hace una
sustitucion adecuada para cambiar la variable de integracion y obtener un
elemento de integracién que pueda calcularse en forma inmediata:

X2 =t=2xdx=dt

Elegido el cambio de variables, se deriva a ambos lados de la igualdad y
se sustituye en la integral:

[ senx® 2xdx =[sentdt =—cost+C =—cosx’ +C
—
rdr
Aqui se muestra que el resultado debe expresarse en la variable original,
de modo que se vuelve a la variable x reemplazando la ¢t por la expresién

correspondiente en x.
Ejemplo:

f cos 7xdx

Tx=t

Sea la sustitucién a7 reemplazando en la integral:

7dx:dt:dx:%
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1 1 1 1
Icos7xdx=fcost;dt =;fcostdt =;Sent+C=;sen7x+C

Se puede ver aqui que para aplicar este método, el elemento de integra-
cion debe tener la forma

17(g(x)) g (x)d

Y la sustitucién que se realiza es g( )—t, entonces al derivar
g'(x = dt yalreemplazar en la integral se obtiene

If(g(x)) "(x)dx= ff[g(x)] "(x)dx= jf( )dt=F(l)+C=F(g(x))+C

dt

Este método es la operacién inversa a aplicar la regla de la cadena para
derivar.
Ejemplo:

J. 1 +xx2 dx

2
1+x" =t¢
Hacemos la sustitucién: , reemplazando

2xdx =dt = xdx = Edt

enla integral

]

J-—dt —fldt=lln|t|+C=lln‘1+x2‘+C
e t2 2

9.2.2.Método de integracion por partes

Si se tiene que derivar el producto de funciones f (x) = u(x).v(x), se debe
aplicar la regla de la cadena para hacerlo, se obtiene asi

: a _du 4
f (x) uv+u' = ol v(x)+u(x).dx

Si se integra a ambos lados de la igualdad con respecto a x se obtiene

j (fojdxzj [Z;.v(x)+u(x);:jdx=f (Zz.v(x)jdx+I (u(x).;{:jdx
I(fojdx = I(ch.v(x))dx+f(u(x).3:jdx

318 | BARBIERI Y GARELIK



f(x) = Iu'(x)v(x)dx+ fu(x)v'(x)dx = u(x)v(x) =
= Iu'(x)v(x)dx+fu(x)v'(x)dx

Entonces
fu(x)v'(x)dx = u(x)v(x)—,[v(x)u'(x)dx

También se puede abreviar esta férmula de la siguiente manera:
[udv =uv—Jvdu

Es decir, este método se aplica cuando se tiene el producto de dos fun-
ciones y es la operacién inversa a derivar dicho producto.

Ejemplo:
[ xsenxdx
Se eligen las variables u y dv en el producto de funciones del integrando
{ u=x = du = dx

dv=senxdx=v=|senxdx=—cosx

Por lo tanto, reemplazando en la integral y resolviendo se obtiene

[ x senxdx = —xcos x — | —cosxdx = —xcos x + senx +C
o —_— — —

uo v v v
Ejemplo:
[x%e" dx
Sean { u=x> = du=2xdx

reemplazando se obtiene
dv=e'dx=v=[e di=e¢"

[x* e dx = x%" —[e*2xdx = x’e* = 2] e*x (1)
—— —_ —— — ——
u dv uy vdu 1

Como la integral que se obtiene después de cambiar las variables vuelve
a ser un producto de funciones, se aplica nuevamente el método de partes
a I pues es un producto de funciones:

{ u=x = du=dx

y reemplazando en I
dv=e"dx=>v=[e"dx=¢"
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I=[e"xdx=xe* —[e‘dx=xe* —e* +C
d
uav

Y luego en (1) obtenemos

fxzexdx:xzex—Z(xex—ex)+C:ex (x2 —2x+2)+C

9.3.Una aplicacion de la integral: el calculo de areas planas

Una aplicacién del concepto de integral es el calculo de dreas de regiones li-
mitadas por cualquier curva, no necesariamente una regién con una forma
geométrica conocida, por ejemplo, un circulo, un triangulo, un rectangulo
que son figuras geométricas a las cuales podemos calcular el drea aplican-

) b. .
do férmulas como 7>, —— p j respectivamente.
2

Se intentard solamente definir el drea de algunas regiones muy especia-
les (figura 9. 1): aquellas que estin limitadas por el eje horizontal, las rectas
verticales x =ayx =D, y la grifica de una funcién f tal que f (x) > 0, para
todo x de [a, b]. Conviene denotar esta regién por R.

Figura 9.1

phutt i i
TTTVRSETTITI
(a, 0) (b, 0) @0 (J (b, 0)

El ntimero asignado eventualmente como area de R recibird el nom-
bre de integral definida de f sobre [a, b]. En realidad, la integral se defini-
ra también para funciones f que no satisfacen la condicién f (x) > 0, para
todo x de [a, b].

Si flx) es la funcién dibujada en la figura 9. 1, la misma presenta inter-
valos del dominio donde es positiva (la grafica estd por encima del eje x,
es decir, la funcién tiene imagen positiva) e intervalos donde la funcién
es negativa (la grafica estd por debajo del eje x, es decir, la funcién tiene
imagen negativa), entonces la integral representard la suma de las areas
sobre el eje x menos las dreas de las regiones que estan por debajo del eje x
(drea algebraica de R).
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Sea una curva situada por encima del eje x que representa la grafica de
la funcién y =f (x).

Se necesita encontrar el drea S de la superficie limitada por la curva
y=f(x), el eje xylas rectas paralelas al ejey, x=ayx=>.

Figura 9.2
5
RN
Aml |2 |
Ay | i
i 2 |
i E 1 E
L o 1} ,
& £ & &i b
-1
r
-2

Para resolver este problema se procede como sigue. Se divide el interva-
lo [a, b] en n partes, no necesariamente iguales. La longitud de la primera
parte se simboliza A x,la dela segunda Ax,y asi sucesivamente hasta la
tltima, Ax .En cada parte se eligen los ndmeros &,,¢,,...5, ,y se escribe
la suma

S, =1 (&) A+ f(&)Ax, +...+ f(&,)Ax,

S es evidentemente igual a la suma de las dreas de los rectangulos de la
figura anterior.

Cuanto més fina sea la subdivisién del segmento [a, b], mis préxima
se hallard S al drea S. Si se considera una sucesién de tales valores por
divisién del intervalo [a, b] en partes cada vez mds pequeiias, entonces la
suma S tenderdas.

La posibilidad de dividir el intervalo [a, b] en partes desiguales exige
definir lo que se entiende por subdivisiones «cada vez mas pequefias». Se
supone no sélo que n crece indefinidamente, sino también que la longitud

del mayor Ax, en la n-ésima subdivision tiende a cero. Asi:
n

S=1lm Y f(&)Ax,

Ax; —>0 £
i=1
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El calculo del drea buscada se ha reducido a calcular el limite que define
a S, obteniendo asi una definicién rigurosa del concepto de area como el
valor del limite S.

9.3.1. Integral definida

Ellimite S se llama integral definida de la funcion f (x) en el intervalo [a, b],
y se nota por

IZf(x)dx

La expresion f (x)dx se llama integrando; a y b son los limites de integra-
cién: a es el limite inferior, y b, el limite superior.

La expresion dx no se considera por separado sino que forma parte de
la notacién que significa integral de f(x) respecto de x. Desde el punto de vis-
ta informal e intuitivo, algunos consideran que dx significa «una porcién
infinitesimalmente pequefa de x» que se multiplica por un valor de la fun-
cién. Muchas veces esta interpretacién ayuda a entender el significado de
la integral definida.

Por ejemplo: si v(t) (positiva) es la velocidad de un objeto en el instante ¢
entonces v(f) dt se interpreta como velocidad por tiempo y esto da por resulta-
do la distancia recorrida por el objeto durante un instante. La integral

b
j % (t) dt se considera la suma de esas distancias pequefias que, como vi-
a

mos es la distancia total recorrida por el objeto desde t =a hasta t = b.
Si f es integrable sobre [a, b] y F es una antiderivada o primitiva de
f entonces

j’;f(x)dx:F(b)-F(a)

Esta resolucién de la integral definida se conoce como regla de Barrow.

Esta igualdad es la famosa férmula de Newton y Leibnitz, que reduce
el problema de calcular la integral definida de una funcién a la obtencién
de una primitiva de la misma, y constituye asi un enlace entre el cilculo
diferencial y el integral.

Muchos de los problemas concretos estudiados por los mds grandes mate-
maticos se resuelven automadticamente con esta formula, que establece senci-
llamente que la integral definida de la funcién f (x) en el intervalo [a, b] es igual
aladiferencia entre los valores de cualquiera de sus primitivas en los extremos
superior e inferior del intervalo. La diferencia F(b) - F(a) se acostumbra a es-
cribir asi:
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9.3.2. Propiedades de la integral definida
[F(x)dr=0

["r (x)de == (x)ax

) J' Z of (x)dx = CJ' f () dx , siendo c una constante
["[r(x)g(x) ]dx:j”f (x)dxx [ g (x)dx
[*r(x)d = s (x)dv+ [ s (x)dr cuandoa<e<b

1

w

b

v

6. mgf(x)gM para todo x del intervalo [a,b] entonces
m(b—a)< [ f(x)<M(b-a)

7. Teorema del valor medio para integrales: si fcontinua en [a,b] existe
un valor x=x_entre ay b tal que _[ f(x)dx=(b—a) f(x,)

8. Sifesintegrable y no negativa en el intervalo [4,b] entonces

J.Zf(x)deO

9. Sifygsonintegrablesen elintervalo [a,b],con £ (x) >g (x) para
todo x en [a, b] entonces

jf dx>j g(x)dx

En el capitulo 7 se analizd que la acrecién es el fendémeno por el cual la
masa de un cuerpo va aumentando a medida que sobre él precipita nueva
materia. Mediante la aplicacién de la integral definida, Odenwald (2011)
demuestra, por un lado, lo que poseen en comun la condensacién de una
gota de lluvia con el crecimiento de un planeta por acrecién y, por el otro,
cémo aumenta la masa de la Tierra debido a la lluvia de meteoritos que
permanentemente impacta sobre su superficie.

Tanto las gotas de lluvia como los planetas, desde el momento de su for-
macién van aumentando sus dimensiones incorporando materia a su super-
ficie bajo la forma de agua y de cuerpos celestes menores respectivamente.
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Ademais, la forma bdsica de ambos cuerpos es una esfera y a medida
que esta esfera crece, mayor es el rea de su superficie adonde se puede
incorporar una mayor cantidad de materia y progresivamente la tasa de su
crecimiento aumenta.

Aunque no lo parezca, dada la rareza de la comparacién, es posible cal-
cular el tiempo necesario para que se forme una gota de lluvia, como asi
también el tiempo necesario para que se forme un planeta rocoso de las
dimensiones de la Tierra, usando la misma aproximacién matemdtica.

La ecuacién diferencial que da cuenta del crecimiento de la masa de un
cuerpo por acrecion estd dada por la siguiente ecuacion:

am )
~— =4npVR(t )
= PVR(?)
Mientras que la masa de un cuerpo esta dada por:
4
M(1) =3 nDR(1)’ @
donde:

R es el radio de un cuerpo en un cierto tiempo t.

Ves lavelocidad de caida de la materia que se va incorporando.

P esladensidad de la materia que se va incorporando.

D esla densidad del cuerpo en crecimiento.

¢Es posible estimar cudnto tiempo demora una gota de lluvia con una
densidad D=1000 kg/m? para alcanzar una masa de 100 mg, cuando, debido
a las condiciones atmosféricas, la densidad p es de 1 kg/m?®y la velocidad
de caida Vesde1m/s?

Las ecuaciones (1) y (2) estan en funcién de diversos factores pero am-
bas dependen del radio R que, 2 medida que transcurra el tiempo ¢, se ird
haciendo mis grande, permitiendo asi el crecimiento del cuerpo esférico.

Si se despeja R(t) de la (2) se obtiene:

e

Si se sustituye en la ecuacion (1):
2
‘M M \3
am = 471Vp[ 3 J
dt

4w D
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de donde:

2
= 2
Yool 2]
dt 4D

Si se arreglan los términos se obtiene una igualdad entre dos ecuacio-
nes diferenciales compuesta por los siguientes integrandos:
2

3
d_]\/2[ =4rnVp (ij dt
Si se integran ambos términos:
2
3
d—A{ZMEVp (ij dt

y se resuelve

[

fars 3V
M 3dM =4rV p| —— dt
" p[47rD]

1 3 3
3M3 (t)=4rnV p| ——
() " p(47rDj :

2
AdnVp( 3 3
M(1)= =3 (m)’

finalmente se obtiene:

w0452 (55

Expresion universal que permite estimar el tiempo necesario para que
un cuerpo, bajo ciertas condiciones de su entorno, crezca por acrecion, has-
ta lograr una cierta dimension.
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Si se retoma la pregunta de arriba con los datos a disposicién y se
sustituye:
3 2
3 3

47.2.0™ 107
n t
47.1000 %8
m

0.0001kg =

s
3

, 0,0001kg

3 2

m kg
4r.2.0—.1.0—=
s m’ 3

3 47.1000 %€
m

Ip =308

Se obtiene el tiempo que demora una gota de lluvia de 100 mg en
condensar:

t=1,4s

De la misma manera serd posible calcular el tiempo que demora un
planeta en alcanzar una masa final parecida a la de la Tierra de 5,9.10% kg,
siendo que posee una densidad D = 3000 kg/m? cuando la lluvia de sélidos
que impacta sobre el planeta posee una densidad de 0,000001 kg/m® y una
velocidad de caida V=1km/s
3 2

3 3
47,3000 %
m

471000™.0.000001 %8
5.9x10* kg = S m

3

Ie =i127x10%8°
t =2.3x10"5=750.000 aiios

El espacio entre planetas estd repleto de fragmentos de asteroides, co-
metas y material dejado atras desde la formacién de los planetas, que caen
sobre la Tierra a una velocidad de hasta 30 km/seg. La funcién que mejor da
cuenta de esta lluvia de materia espacial es la siguiente:

N(m)=0.025m™’ ()

donde N(m) es el niimero de impactos por km? y por afio, de objetos
con masa m en gramos. Haciendo uso del cilculo integral serd posible
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determinar la masa total en toneladas de objetos que impactan a la Tierra
por afio, que posean una dimensién comprendida, por ejemplo, entre 1 gra-
mo hasta 10%° gramos.

Aplicando el cilculo integral ala (1):

120

[ 1° 0.025m" dm

Resolviendo:

o) 25  m* 25 o

00250 == B 20y,
(-0.9+1) 1000 0.1 100

Aplicando ahora la regla de Barrow se obtiene:

10% .
25 [0 :2—5><[(1020)01—1}:£x(102—1)=
100 1100 100
=24.75g/ km* | aiio

Como se puede constatar por las unidades en que se expresa el resulta-
do serd necesario ahora conocer la superficie de la Tierra.
Mediante la férmula

A=4rr?

es posible estimar el drea del planeta, la superficie sobre la cual se produ-
cen los impactos. Si se considera un radio r = 6378 km y se reemplaza:

A=4.3,14(6378km) =5,1.10"km”

La masa total de meteoritos que caen sobre la Tierra por afo, circuns-
criptos a las dimensiones masicas especificadas, serd entonces:

g

2
24,755 51 10%km® =1,26.10° g
ano

O su expresion equivalente 1,26.10° t.

Un ulterior ejemplo de aplicacidn al calculo integral lo aporta Waltham
(1999). En el campo de la geologia existen situaciones en las cuales se tor-
na dificil poder aproximar un resultado mediante la aplicacién de simples
funciones, sobre todo cuando una propiedad fisica experimenta fuertes
discontinuidades o cambios abruptos. Sin embargo, convenientemente
consideradas, estas discontinuidades pueden ser resueltas con éxito.

Un ejemplo es el caso de la evolucién de la densidad de la Tierra que
presenta fuertes cambios a ciertas profundidades tal como se verifica en la
separacion entre el manto y el niicleo.
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Figura 9.3
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Adaptado de Tomado de Waltham, 1999.

La masa de la Tierra es un valor que los astrénomos conocen desde los
comienzos del siglo xv1i1 a partir de la formulacidn de la mecdnica newto-
niana. Con la aparicién de técnicas de medicién cada vez mds sofisticadas
ha sufrido algunas correcciones que la han llevado al siguiente valor larga-
mente aceptado:

M, =5,97.10% kg.

Sila densidad de la Tierra fuera un valor constante, calcular la masa de
la Tierra seria una operacion sencilla recordando que:

= (1)
Py

en donde M es la masa de un cuerpo y Ves el volumen de ese cuerpo.

Pero si se observa la figura 9. 2. la densidad dista mucho de ser una
constante.

Si se aplicara el cdlculo integral para calcular la masa del planeta seria
necesario, como primera medida, establecer una expresién general para la
masa M.
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Figura.9.4

Lafigura 9.4 representa una esfera que idealiza la forma de la Tierra. De
ella es posible conocer su volumen a partir de su superficie. De su observa-
cién es posible imaginar que, si a una superficie cualquiera se la multiplica
por una altura o espesor, se obtiene un volumen. En este caso si a una su-
perficie esférica se la multiplica por un espesor Ar se obtendrd el volumen
de un cuerpo esférico hueco, una cscara, delimitada por una pared de es-
pesor Ar. La superficie de una esfera estd dada por la siguiente ecuacién:

S =41’

donde r es el radio de la esfera.

Siala superficie asi definida se la multiplica por el espesor Ar se obten-
dra el volumen de un cuerpo esférico hueco:

V =4nr’Ar &)

Si se retoma la ecuacién (1) y de ella se despeja la masa:

M=pV
y en ella se incorpora la (2) se obtiene:
M =4xr*Arp

Expresién que determina la masa de uno de los infinitos cuerpos esfé-
ricos concéntricos que existen en el interior de la esfera de la figura 9. 4. Si
ahora se suman todas las masas asi definidas, es decir:

2[1:47rr2Arpi

i=l

y se aplican los conceptos del calculo integral:

M, :Io4nr2p dr (3)
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se obtendra finalmente la expresion general de la masa de la Tierra que se
menciond al comienzo.

Obtenida la misma, si se sustituyera en ella la funcién capaz de re-
producir la variacién de la densidad, como en la figura 9. 3, en funcién del
radio, se podria obtener el valor de la masa de la Tierra M, que ha sido re-
portado anteriormente.

En ausencia de esta funcidn, el cdlculo de la masa de la Tierra puede ser
llevado a cabo considerando los datos que muestra la figura 9. 3. En ella, se
observan dos sectores cuyas caracteristicas pueden resumirse asi:

nucleo: p, =11.000 k_g3 entre el centro de la Tierra y los 3480 km
m

manto:  p, =4.500 k_g3 entre los 3480y los 6371 km
m

Endonde P, y P, representan valores promedio de densidades para
el ntcleo y para el manto respectivamente, obtenidas con diferentes medi-
ciones geofisicas.

Ahora bien, el modelo propuesto considera la existencia de dos densida-
des promedio diferentes, pero ambas dependientes del radio “r”.

Retomando la ecuacidn (3) se podra escribir que:

My =" "47°11.000 . gy + [ 47124500 8 g
0 m 3480km m
3480 6371 m
M, = 4nr| 11.000 %8 +4.500%8
m m” 3480 km

M, =6.02x10" kg

Valor de la masa de la Tierra obtenido a partir de la fuerte discontinui-
dad de la densidad del planeta observada entre el nicleo y el manto. Com-
parada con el valor tedrico de M, =5,97.10* kg su aproximacion es 6ptima.

9.4. Calculo del area de una region del plano

Volviendo al problema inicial de calcular el drea de una regién del plano
limitada por una funcién o por dos funciones, regién que puede situarse
por encima o por debajo del eje x, en las subsecciones siguientes se resol-
verd dicho problema utilizando la integral definida. Pueden presentarse
distintas situaciones, analizaremos algunas de ellas.

330 | BARBIERI Y GARELIK



9.4.1. Area de una funcién positiva

Ejemplos:
1. Calcular el drea del recinto limitado por la curva y = 4x - x*y el eje x.
En primer lugar se hallan los puntos de corte con el eje x para repre-
sentar la curva y conocer los limites de integracién.
Se iguala la funcidn a cero para hallar sus raices resolviendo la ecua-
cién de segundo grado:

4x—-x>=0

Figura9.5

En segundo lugar se calcula la integral:
4 21 32

A= I (4x -x ) dx =|2x’ —= | == unidades cuadradas
0 3], 3

2. Hallar el area de la regién del plano encerrada por la curva f (x) =Inx
entre el punto de corte con el eje x y el punto de abscisax =e.
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Figura9.6

En primer lugar calculamos el punto de corte con el eje de abscisas.
Inx=0 entoncese’ = x,esdecirx =1

Iflnxdx

Esta integral se resuelve por el método de partes eligiendo # =Inx y
dv = ldx , derivando u e integrando dv se obtienen;

1
du=—dx ; v=x
X
Entonces;

flnxdx:xlnx—fxldxlenx—x+c
X

Aplicando la regla de Barrow para calcular la integral definida con ex-
tremos 1y e se obtiene;

[‘Inxde=x(lnx-1)[$=0+1=1
1 I

9.4.2. Area de una funcién negativa

Si la funcién es negativa en un intervalo [, b] significa que su imagen es
negativa entonces la grifica de la funcién esta por debajo del eje de absci-
sas. El drea de la funcion viene dada por:
b
.[ f (x)dx
a

A=—['f(x)x O 4=
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Ejemplos:
1. Calcular el drea del recinto limitado por la curva f (x) =x*—4xy el eje x.
Se hallan las raices de la funcién

x*—4x=0 entoncesx=006x=4

Figura9.7

A= U:(x2 —4x)dx

3 4
x——2x2
3 0

2. Hallar el area limitada por la curva f (x) = cos x y el eje x entre T1/2y
310/2.

_|_32_ 32
3173

Figura9.8

/IZ 0 w w 2 2 Srr\
-1
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3n

A= I?cosxdx =|[sen x|

2

=|-1-1]=|-2|=2

I\)\-‘-IN‘;-’

9.4.3. Area de una funcién positiva y negativa

En ese caso el recinto tiene zonas por encima y por debajo del eje de absci-
sas. Para calcular el drea de la funcion, se realizan los siguientes pasos:

1. Se calculan los puntos de corte con el eje x, haciendo f(x) = 0y resol-
viendo la ecuacién.

2. Se ordenan de menor a mayor las raices, que seran los limites de
integracion.

3. Eldrea esigual ala suma de las integrales definidas en valor absoluto de
cada intervalo.

Ejemplos:
Calcular el area de las regiones del plano limitada por la curva
f) =x*—6x*+ 8xyel eje x.

X —6x*+8x=0
x(x2—6x+8)=O

x=0;x=2;x=4

Figura9.9

p-4

A= Ji(x3 —6x7 +8x)dx + Uz(x3 —6x7 +8x)dx| =
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Elarea, por razones de simetria, se puede escribir:
2

4
A= 2jz(x3 — 6% +8x)dx =2 %—2)8 L4y | =8
0

9.4.4.Area de una region entre dos funciones

Elarea comprendida entre dos funciones es igual al area de la funcién que esta
situada por encima de la regién ver (figura 9. 10) menos el area de la funcién
que estd situada por debajo de la misma regién (ver figura 9. 11). Es decir,

IZg (x)dx—jif(x)dx

Figura9.10

Figura9.11
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Estaresta de integrales puede expresarse, utilizando las propiedades de
la integral definida, como

["[g(x)= £ (x)]dx

La figura 9. 12 muestra la regién que queda determinada si se restan
ambas areas.

Figura9.12

Ejemplos:
1. Calcular el rea limitada por la curva f (x) =x?-5x + 6 y la recta y = 2x.
En primer lugar se hallan los puntos de interseccién de las dos fun-
ciones para conocer los limites de integracién. Para ello se igualan

las ecuaciones de ambas funciones y se despeja x:
{ y=x*-5x+6

5 ; x2—5x+6=2x:>x2—7x+6=0;x:1yx=6
y= X

Figura9.13
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Dex=1ax=6,larecta queda por encima de la pardbola.

A= J.T(Zx — x> +5x—6)dx = J.f(—x2 +7x—6)dx =

3 2 6
372 ] s

2. Calcular el drea limitada por la pardbola y* =4x y larecta y = x.

2
—4
{y Y =dy= )7 —4y=0=y(y-4)=0;y=05y=4
y=x

Figura9.14

'
[

Dex=0ax=4,laparibola queda por encima de la recta.

) 4
A:J‘4(\/E—x)dX: ﬂXs/z—x— :§u2
0 3 24 3

3. Calcular el drea limitada por las graficas de las funciones
3y=xrey=-x"+4x
En primer lugar se representan las pardbolas a partir del vértice y
los puntos de interseccién con los ejes. Luego se hallan los puntos
de interseccién entre las funciones, obteniendo asi los limites de
integracion.
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X 2 2

Figura9.15
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